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Ziel  und  Aufgabe 

der  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik. 

Schon  in  den  ersten  Bänden  dieser  bald  ein  halbes  Jahrhundert  be- 
stehenden Zeitschrift  wurden  die  Anwendungen  der  Mathematik  in  besonderem 
Maße  berücksichtigt.  Nachdem  diese  Eigenart  später  — der  damals  mehr 
auf  das  Theoretische  gerichteten  Entwicklung  der  Mathematik  entsprechend  — 
stark  zurückgetreten,  aber  seit  1897  wieder  in  den  Vordergrund  gerückt 
war,  haben  sich  die  Herausgeber  bei  der  Neugestaltung  der  Zeitschrift  im 
Jahre  1901  ausschließlich  die  Pflege  und  Förderung  der  angewandten  Mathe- 
matik als  Ziel  gesteckt,  bei  dessen  Verfolgung  sie  sich  der  Unterstützung 
hervorragender  Ingenieure,  Mathematiker,  Physiker,  Geodäten  und  Astronomen, 
der  treuen  Mitarbeit  zahlreicher  Forscher  erfreuen  dürfen. 

Außer  den  verschiedenen  Gebieten  der  Mechanik,  hauptsächlich  der 
technischen  Mechanik,  werden  die  theoretische  Physik,  Geodäsie  und  Astronomie , 
die  Wahrscheinlichkeitsrechnung  mit  ihren  Anwendungen  auf  Ausgleichungs- 
rechnung, Statistik  und  Versicherungswesen,  die  darstellende  Geometrie  mit 
Einschluß  der  Schattenkonstruktionen,  Perspektive  und  Photogrammetrie,  das 
graphische  Bechnen,  das  numerische  Rechnen , die  empirischen  Formeln , die 
Näherungsrechnung  („Approximationsmathematik“)  berücksichtigt;  ferner  die  bei 
der  Ausübung  der  Mathematik  nötigen  technischen  Hilfsmittel,  wie  numerische 
und  graphische  Tafeln,  Zeichenwerkzeuge,  Bechenapparate  und  -maschinen. 

Es  ist  das  Bestreben  der  Herausgeber,  nicht  nur  Mathematikern,  denen 
die  Anwendungen  ihrer  Wissenschaft  am  Herzen  liegen,  sondern  namentlich 
auch  Lesern  aus  technischen  Berufskreisen  Anregung  zu  bieten  uud  ihnen 
außer  unmittelbar  in  ihr  Fach  einschlagenden  Untersuchungen  die  Kenntnis 
mathematischer  Tatsachen  und  Verfahren,  die  für  sie  nützlich  sein  können, 
zu  vermitteln. 

Im  42sten  Bande  ist  damit  begonnen  worden,  aus  der  Praxis  stammende 
Aufgaben  zu  stellen,  „nicht  nur,  um  die  Mathematiker  überhaupt  zur 
Beschäftigung  mit  solchen  anzuregen,  sondern  um  dieselben  der  Lösung 
entgegen  zu  führen,  wenn  letztere  für  die  technischen  Wissenschaften  ein 
wirkliches  Bedürfnis  ist,  aber  besondere  mathematische  Kenntnisse  und  Ge- 
wandtheit in  der  Handhabung  mathematischer  Werkzeuge  erfordert,  also  die 
Mitwirkung  der  Mathematiker  vom  Fach  wünschenswert  erscheinen  läßt“. 
Wenn  auch  wegen  der  Schwierigkeit  der  gestellten  Aufgaben  diese  Ein- 
richtung bis  jetzt  wenig  Erfolg  gehabt  hat,  wird  sie  doch  beibehalten  werden. 

Den  Abhandlungen  und  Aufgaben  schließen  sich  kleinere  Mitteilungen 
von  allgemeinerem  Interesse,  insbesondere  aus  der  Geschichte  der  angewandten 
Mathematik  an,  ferner  ist  Raum  für  Anfragen  aus  dem  Leserkreis  und  für 
Auskünfte  vorgesehen,  welche  Einrichtung  schon  manchem  Leser  milkommen 
gewesen  ist  und  zu  deren  fleißiger  Benützung  auch  hier  eingeladen  sei. 

In  der  Bücher  sch  au“  wird  der  größte  Wert  auf  eingehende  Beurteilung 
der  wichtigsten  neuen  Erschein ungen  aus  der  angewandten  Mathematik  und 
Physik  durch  vollkommen  sachkundige  Vertreter  der  betreffenden  Gebiete 
gelegt.  Möglichste  Vollständigkeit  und  schnelle  Berichterstattung  wird  bei 
den  Verzeichnissen  der  neu  erschienenen  Bücher  und  der  in  den  Zeitschriften 
zerstreuten  Abhandlungen  aus  der  angewandten  Mathematik  angestrebt,  zu 
welchem  Zweck  über  400  Zeitschriften  ausgezogen  werden.  Getrennt  von 
diesen  Verzeichnissen  werden  regelmäßig  solche  von  Abhandlungen  aus  der 
angewandten  Mathematik  veröffentlicht,  die  in  technischen  Zeitschriften  er- 
schienen sind. 
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Untersuchung  der  Festigkeit  von  Eisenbetonbanten. 

Von  Ing.  Mario  Baroni  in  Mailand. 


Indem  ich  hiermit  meine  Untersuchungen  über  einige  Fälle  kleinster 
Veränderungen  hei  Eisenbetonbauten  veröffentliche,  habe  ich  nicht  die 
Absicht  eine  neue  Rechnungsmethode  für  derartige  Bauten  anzugeben. 

Ich  will  nur  an  der  Hand  einer  strengen  analytischen  Methode 
zeigen,  wie  es  möglich  ist,  die  über  solche  Konstruktionen  bestehenden 
Hypothesen  zu  kontrollieren,  indem  gleichzeitig  nach  dem  Fortschritt 
dieser  Veränderungen  bestimmt  wird,  was  für  eine  Hypothese  der  Wahr- 
heit mit  größter  Wahrscheinlichkeit  entspricht. 

Die  Grundsätze  meiner  Theorie,  von  jeder  Deformationshypothese 
unabhängig,  sind  die  bis  jetzt  allgemein  angenommenen. 

Die  bekanntesten  Theorien  sind  schon  zur  Genüge  in  den  Arbeiten 
von  Guidi,  Canevazzi,  Caracciolo,  Considere,  Ritter,  Harel  de 
la  Noe  und  Cristophe  erörtert.  Diese  Theorien  lassen  sich  kurz 
folgendermaßen  zusammenfassen: 

1.  Jeder  senkrechte  Querschnitt  durch  einen  gebogenen  Körper 
bleibt  während  des  Deformationsvorganges  eben,  so  daß  sich  jedes  aus 
Eisen  oder  Beton  bestehende  Sektionselement  um  eine  gemeinsame  neu- 
trale Achse  gleichwinklig  dreht. 

Der  Spannungswiderstand  jedes  Betonelements  bei  konstantem 
Elastizitätsmodul  ist  der  Verlängerung  proportional  und  beträgt  etwa  Y10 
des  Elastizitätsmoduls. 

2.  Die  zweite  Theorie  hält  am  linearen  Deformationsgesetz  fest, 
aber  nimmt  an,  daß  der  Spannungswiderstand  der  Betonelemente 
hei  Verlängerungen  den  gewöhnlichen  Elastizitätsgesetzen  bei  nicht 
armiertem  Beton  entspricht,  so  daß  anfangs  der  Elastizitätsmodul  kon- 
stant bleibt;  aber  später  heim  Überschreiten  der  Elastizitätsgrenze  ver- 
ringert er  sich  allmählich,  und  der  größte  anzunehmende  Widerstand 
ist  nicht  höher  als  die  gewöhnliche  Betonbruchbelastung. 

3.  Ritter  stellte  eine  dritte  Hypothese  auf,  bei  der  vorausgesetzt 
wird,  daß  ein  senkrechter  Querschnitt  nicht  eben  bleibt,  sondern  sich 
seine  Oberfläche  parabolisch  ändert,  indem  angenommen  wird,  daß  die 
Elemente  des  Eisens  an  der  Oberfläche  der  gekrümmten  Sektion  bleiben. 
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Es  gilt  auch  in  diesem  Falle  für  die  Widerstände,  was  die  erste  Hypo- 
these angibt. 

4.  Hennebique  stellt  keine  besonderen  Hypothesen  über  die 
Deformation  auf,  sondern  er  beschränkt  sich  darauf,  nur  den  Beton- 
zugwiderstand  außer  acht  zu  lassen. 

Es  gibt  noch  andere  Theorien,  z.  B.  die  von  Piketty  und 
anderen,  die  man  jedoch  als  nur  kleine  Umgestaltungen  der  zweiten, 
in  bezug  auf  das  Zugwiderstandsgesetz  des  Betons  betrachten  kann. 
Es  wird  jedoch  dabei  immer  vorausgesetzt,  daß  die  Elemente  des  Eisens 
in  der  Ebene  des  Schnittes  bleiben,  d.  h.  daß  die  Formveränderung  der 
verschiedenen  zwischen  zwei  benachbarten  Schnitten  gelegenen  Elemente 
nur  von  ihrem  Abstand  von  der  Fläche  der  neutralen  Achsen,  nicht 
aber  von  ihrem  eigenen  Wesen  abhängt.  Dies  ist  eben  bezeichnend 
für  alle  bis  jetzt  aufgestellte  Hypothesen,  mit  Ausnahme  einer  von 
H arel  de  la  Noe  angedeuteten,  welcher  annahm,  daß  die  Elemente 
des  Eisens  durch  den  sie  umgebenden  Beton  fortgerissen  werden. 

Und  da  die  Resultate  meiner  Untersuchungen  in  einigen  Defor- 
mationsperioden den  bisher  gegebenen  Erklärungen  und  der  Hypothese 
Harel  de  la  No  es  widersprechen,  so  glaube  ich,  daß  sie  Fachmänner 
um  so  mehr  interessieren  müssen. 

Die  erste  Theorie  verlor  infolge  der  schönen  Versuche  Consideres 
an  Wert-,  auch  Resal  beschränkte  sich  darauf,  sie  nur  auf  die  erste 
Periode  der  Deformation  anzuwenden,  während  deren  jedes  Betonelement 
einen  Widerstand,  geringer  als  die  Elastizitätsgrenze,  auszuhalten  hat. 
Jenseits  dieser  Grenze  gab  er  keine  Theorie  an.  Dagegen  hat  jetzt  die 
zweite  Theorie  (die  mittlere  von  Canevazzi)  und  die  von  Hennebique 
besonders  Ansehen  erlangt.  Auch  ich  glaube,  daß  beide  für  die  Praxis 
genügende  Resultate  geben,  die  bei  ersterer  für  die  Veränderungen  des 
Eisens  etwas  zu  gering,  für  die  des  Betons  etwas  übertrieben  sind, 
während  Hennebique  die  Veränderungen  des  Eisens  überschätzt. 

Aber  bei  der  Prüfung  der  verschiedenen  Hypothesen,  allein  vom 
theoretischen  Standpunkt  aus,  erregten  ihre  auffallenden  Ungewißheiten 
und  Widersprüche  großen  Zweifel  darüber,  wie  weit  sie  besonders  in 
den  Fällen,  wo  Eisen  oder  wo  Beton  vorwiegt,  der  Wahrheit  nahe 
kommen.  Das  hat  in  mir  den  Wunsch  geweckt  zu  untersuchen,  ob 
von  jeder  Hypothese  abgesehen,  es  möglich  wäre,  die  Aufgabe  in  ihrer 
Allgemeinheit  zu  behandeln,  in  der  Hoffnung,  dabei  die  Gesetze  der 
verschiedenen  Deformationsperioden  zu  entdecken. 

Die  Grundsätze  der  rationellen  Statik  genügen  zur  Lösung  der 
Aufgabe  nicht,  weil  diese  infolge  der  unbestimmten  Verteilung  der 
Widerstände  im  Eisen  und  im  Beton  selbst  unbestimmt  ist. 


Von  Mario  Baroni. 
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Man  mußte  also  das  Prinzip  der  kleinsten  Deformationsarbeit,  das 
in  der  Bauwissenschaft  so  fruchtbar  an  Erfolgen  war,  zu  Hilfe  rufen. 
Es  könnte  zwar  scheinen,  daß  die  große  Adhäsion  zwischen  Beton  und 
Eisen  die  V eränderungen  einiger  Werte  des  Problems  beeinflusse  und 
daher  die  Anwendung  dieses  Grundsatzes  beschränke:  aber  meiner 
Meinung  nach  ist  diese  Adhäsion  nur  ein  inneres  Band  in  dem  von 
den  beiden  Materialien  gebildeten  System,  von  welchem  die  Verteilung 
der  Widerstände  im  Beton,  sowie  die  Veränderungen  an  der  Oberfläche 
des  Körpers  abhängen,  und  kann  eben  darum  in  den  Kraftgleichungen 
und  in  den  Deformationsbewegungen,  aus  welchen  wir  das  Minimal- 
gesetz herleiten  werden,  analytisch  nicht  ausgedrückt  werden.  Um 
dies  an  eiuem  mechanischen  Beispiel  zu  erläutern,  erscheint  diese  Ad- 
häsion wie  die  Verbindungen  in  einem  Gelenksystem  mit  sehr  zahl- 
reichen Stäben.  Sie  beeinflussen  zwar  die  Deformation,  aber  finden  in 
den  Gleichungen  der  Kräfte  und  Arbeiten  keinen  Ausdruck.  Eben  wie 
in  diesem  Falle  kann  ich  also  den  Grundsatz  der  geringsten  Arbeit 
anwenden:  in  den  folgenden  Gleichungen  werden  einige  Werte  eine 
besondere  Bedeutung  haben,  einige  veränderliche  Werte  werden  sich 
nur  in  bestimmter  bekannter  Weise  verändern  können;  ihre  Verände- 
rungen werden  Beziehungen  aufweisen,  verschieden  von  denen,  die  sie 
hätten,  wenn  die  Verbindung  nicht  vorhanden  wäre,  aber  diese  wird  in 
den  Gleichungen  nicht  besonders  zum  Ausdruck  gelangen,  wie  eine 
Kraft,  welche  auf  das  ganze  Gleichgewicht  Einfluß  hat. 

Ich  wollte  aber  die  Lösung  des  allgemeinen  Problems  der  allmäh- 
lich gebogenen  Körper  mit  Hilfe  einfacherer  Probleme  erreichen  (der 
Körper  wird  nur  gedehnt,  die  Adhäsion  zwischen  den  beiden  Materialien 
wird  nicht  berücksichtigt).  Und  auch  die  Lösung  dieser  letzteren 
Probleme  ist  sehr  wertvoll,  da  sich  daraus  annähernd  richtige  Rechnungs- 
fheorien  ergeben,  deren  Anwendung  für  die  Praxis  genügend  ist,  gleich- 
viel welches  die  Beziehung  zwischen  den  Sektionsflächen  des  Eisens 
und  des  Betons  ist. 

Über  Zug-  und  Druckwiderstand  des  Betons  werde  ich  nur  das 
sagen,  was  nötig  ist,  um  die  Bedeutung  der  Symbole  zu  verstehen,  die 
in  den  folgenden  Untersuchungen  über  gedehnte  oder  gebogene  Körper 
aus  armiertem  Zement  zur  Anwendung  gelangen.  Der  Zug-  oder  Druck- 
widerstand eines  beliebigen  Körpers  ist  vollkommen  bestimmt,  wenn 
das  Verhältnis  des  einheitlichen  Widerstandes  zur  Deformation  der 
Längeneinheit  bekannt  ist,  d.  h.,  wenn  man  eine  Kurve,  wo  die  Ordi- 
naten  die  einheitlichen  Widerstände  (R)  und  die  Abszissen  die  einheit- 
lichen Deformationen  ^y^  darstellen,  zeichnen  kann.  Die  auf  diese 
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Weise  für  die  verschiedenen  Materialien  gezogenen  Linien  besitzen 

Sie  beginnen  geradlinig  oder  un- 
gleich gekrümmt,  die  Konkavität 

nach  der  Abszissenacbse  y ge- 
richtet, und  in  einem  Punkte  A 
oder  kleinem  Abstande  (dessen 
Ordinate  die  Bruchbelastung  ist) 
gehen  sie  in  eine  fast  gerade  der 

y Achse  parallele  Linie  über,  oder 

(ohne  daß  man  den  Punkt  A be- 
stimmen kann)  streben  sie,  eine 

der  Achse  Oy  parallele  Richtung 

anzunehmen,  indem  sie  Asymptoten 
einer  Geraden  werden  (Fig.  1). 
Beim  Beton  (falls  R zwischen  0 und  50  kg  pro  qcm  Druck  variiert) 
wird,  infolge  der  Bach  sehen  Versuche,  die  oben  erwähnte  Linie  durch 
die  Gleichung: 

Rn  = Ej 

bestimmt,  worin  E und  n je  nach  den  Bestandteilen  des  Betons  zwischen 
folgenden  Grenzen  schwanken: 

E von  2,07  X 105  bis  4,57  x 105  (Einheiten:  Kilo  und  qcm) 

n von  1,09  bis  1,21. 

Für  den  gewöhnlichen  Beton  kann  man  E annähernd  = 2x  105  und 
n zwischen  1,41  und  1,21  ansetzen  Die  Ordinate  der  Kurventangente 
am  Punkte  Ay  also  am  Ende  der  Kurve  (Bruchbelastung)  hat  einen 
Wert  von  190  -f-  180  kg  pro  qcm.  Wo  es  sich  um  Zug  handelt,  ist 
die  Form  der  Kurve  weniger  bestimmt.  Sie  fängt  mit  einer  Ge- 
raden an,  deren  Gleichung 

) Ö y 

R = E y 

ist  ( E ungefähr  = 2 X 105),  dann  krümmt  sie  sich  plötzlich  (was 
einige  unberücksichtigt  lassen),  um  in  eine  Tangente,  deren  Ordinate 
zwischen  12  und  19  kg  pro  qcm  schwankt,  überzugehen.  Beide 
Linien  können  in  einem  einzigen  Diagramm  zusammengefaßt  werden 

(Fig.  2);  auf  diesem  bedeuten  die  positiven  y die  einheitlichen  Ver- 
längerungen, die  negativen  die  einheitlichen  Verkürzungen,  ebenso 
bedeuten  die  positiven  R die  einheitlichen  Zug-,  die  negativen  die  ein- 
heitlichen Druck  widerstände. 


einige  gemeinsame  Eigenschaften. 


Fig.  1. 
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Bei  der  Berechnung  gezogener  und  gebogener  Körper  werde  ich 

diese  Linie  durch  die  Funktion  B darstellen:  sie  läßt  sich  nicht 

analytisch  mit  einem  einzigen  Ausdruck  bestimmen , infolge  ihrer  Ver- 
änderungen in  den 


verschiedenen  Defor-  F,g-  2- 

mationsperioden ; es 
bedeutet  also  B nur 
ein  Symbol,  das  je 
nach  Phase  und 

Wesen  der  Defor- 
mation verschieden 
erscheint.  Man  muß 
also  die  bestimmten 
Integrale,  wo  die 
Funktion  B oder 

deren  Derivate  zu 

y vorkommt,  als  die  Summen  so  vieler  Integrale  ansehen,  als  Formen 

der  Funktion  zwischen  den  Grenzen  der  Integrale  vorhanden  sind. 

Unter  diesen  Integralen  hat  eines  eine  besondere  physikalische 
Bedeutung,  nämlich: 

h 

T h 


JB(T)dT-jfBG)dh 


als  Maß  für  die  Deformationsbewegung  eines  Körpers  mit  der  ursprüng- 
lichen Länge  l und  dem  Querschnitt  1,  wenn  die  Länge  von  1 nach 


^1  + y^  übergeht;  während  j* ^(jJ  äh  dieselbe  Arbeit  für  einen  Körp 

o 

von  der  Länge  l und  dem  Querschnitt  1 angibt. 


Die  Derivate  — -j—  wird  auf  dem  Diagramm  von  dem  Winkel- 

ä(x) 

Parameter  der  Tangente  gegeben:  auf  der  geradlinigen  Strecke,  mit 
welcher  das  Diagramm  sowohl  des  Zuges  wie  des  Druckes  beginnt, 
fällt  dieser  Parameter  zusammen  mit  dem  der  vom  Anfangspunkt  der 
Koordinaten  bis  zu  dem  auf  der  Linie  B betrachteten  Punkte  gezogenen 
Sehne,  und  sein  numerischer  Wert  mißt  das  Verhältnis  zwischen  Koor- 
dinate und  Abszisse,  zwischen  Widerstand  und  Deformation,  mit  anderen 
Worten  den  Elastizitätsmodul. 
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An  den  krummen  Strecken  ist  er  kleiner  als  der  gemeinsame 
Elastizitätsmodul  (tg a)  (Fig.  3);  während  jedoch  seine  physikalische 
Bedeutung  auf  diesen  Strecken  ihren  Wert  verliert,  da  der  Widerstand 
nicht  mehr  geradlinig  wächst,  behält  die  Derivate  selbst  auf  noch  so 
kleinen  Strecken  immer  ihre  Bedeutung  als  Verhältnis  zwischen  der 
Veränderung  im  Widerstand  und  in  der  Verlängerung  und  zeigt,  mit 
welcher  Geschwindigkeit  sich  der  Widerstand  als  Funktion  der  Defor- 
mation verändert.  Das  hat  hei 
den  folgenden  Berechnungen  der 
Deformationsarbeit  eine  beson- 
dere Wichtigkeit,  daher  werde 
ich  der  Kürze  wegen  immer  in 
der  Folge  Elastizitätsmodul  den 
Winkelparameter  der  Tangente 
und  nicht  das  Verhältnis  zwi- 
schen einheitlichem  Widerstand 
und  einheitlicher  Deformation 
nennen.  Die  Untertangente  Cl  D 
mißt  das  Verhältnis  zwischen 
dem  einheitlichen  Widerstand 
und  dem  auf  obige  Weise  be- 
stimmten Elastizitätsmodul.  Ich 
werde  sie  virtuelle  Deformation  nennen,  um  sie  von  der  wirklichen  Defor- 
mation, mit  welcher  sie  bloß  in  der  ersten  geradlinigen  Phase  des  Dia- 
gramms übereinstimmt,  zu  unterscheiden:  sie  wird  unendlich,  wenn  sich 
der  Punkt  C der  Bruchgrenze  nähert,  während  der  Elastizitätsmodul  Null 
wird.  Ebenso  werde  ich  bei  einem  Element  des  Normalschnittes  durch 
einen  gebogenen  Körper  virtuelle  Drehung  den  Winkel  nennen,  in  dem  es 
sich  um  die  neutrale  Achse  des  Schnittes  drehen  müßte,  um  eine  wirkliche, 
seiner  virtuellen  gleiche  Deformation  zu  bekommen.  Die  Linie,  welche 
den  Widerstand  der  Flächeneinheit  des  Eisens  bei  Zug  oder  Druck 
darstellt,  besitzt  auch  die  vorgenannten  allgemeinen  Eigenschaften,  nur 
verläuft  sie  zuerst  gerade  in  beträchtlichem  Maße  (bis  ungefähr  1500  kg 
pro  qcm),  dann  in  regelmäßiger  Krümmung.  Man  kann  also  auch  in 
diesem  Falle  von  virtuellen  Deformationen  sprechen,  dieselben  werden 
aber  bei  den  folgenden  Berechnungen  im  allgemeinen  den  wirklichen 
entsprechen,  da  im  allgemeinen  angenommen  wird,  daß  der  Widerstand 
des  Eisens  noch  innerhalb  der  ersten  Phase  liegt. 


Fig.  3. 


Von  Mario  Baroni. 
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Zugwiderstand  eines  aus  Eisen  und  Beton  bestehenden  gedehnten 
Körpers  ohne  Adhäsion  zwischen  Eisen  und  Beton. 

Man  denke  sich  einen  aus  Eisen  und  Beton  bestehenden  zylin- 
drischen Körper  mit  beliebigem  Durchschnitt:  es  bestehe  die  innere 
Armierung  aus  eisernen  Stäben  von  konstantem  Schnitt  (dessen  Form 
keinen  Einfluß  hat)  mit  geradliniger  Achse,  die  der  Achse  des  Körpers 
aus  Beton  parallel  sei:  ferner  mögen  die  Schwerpunkte  der  beiden 
senkrechten  Querschnitte  durch  das  Eisen  und  den  Beton  in  0 Zu- 
sammentreffen (Fig.  4 — 6).  Der  Einfachheit  halber  hat  man  die  Armierung 
in  Fig.  4 und  5 als  aus  einem  einzigen  Rundeisen  bestehend  gezeichnet. 


Fig.  4 — 6. 


Es  unterliege  nun  der  Körper  längs  seiner  Schwerpunktachse  der 
Wirkung  der  Zugresultante  F7;  gesetzt  ihre  Komponenten  verteilen  sich 
auf  die  verschiedenen  Sektionselemente  so  wie  die  Widerstände,  und  die 
Adhäsion  zwischen  Eisen  und  Beton  sei  gleich  Null,  so  daß  man  sie 
als  ein  einer  gemeinsamen  Zugkraft  ausgesetztes  System  betrachten 
kann,  so  ergibt  sich  folgende  Frage: 

Wie  müssen  die  Spannungs widerstände,  in  einer  beliebigen  Sektion 
des  Körpers,  zwischen  Eisen  und  Beton  verteilt  sein,  damit  die  gesamte 
Deformationsarbeit  ein  Minimum  werde? 

Ich  setze  ferner  voraus,  daß  in  dem  Betonschnitt  die  Spannungs- 
widerstände (folglich  auch  die  Verlängerungen)  gleichmäßig  verteilt 
sind,  so  daß  während  der  Deformation  jeder  Querschnitt  eben,  und  zur 
Schwerpunktachse  senkrecht  bleibt.  Dasselbe  nehme  ich  für  die 
Armierung  an.  Ich  ziehe  jetzt  eine  Schicht  des  Körpers  in  Betracht, 
die  zwischen  den  Normalschnitten  AB  und  CD  liegt  und  bezeichne  mit 

l = die  Länge  der  Fibern  zwischen  zwei  Sektionen  vor  der  Defor- 
mation. 

% = die  Verlängerung  der  Eisenfibern. 

y ihre  einheitliche  Verlängerung. 
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ä{^ yj  = den  entsprechenden  einheitlichen  Widerstand. 
l 

Qj  = den  gesamten  Querschnitt  der  Armierung. 
h = die  Verlängerung  der  Betonelemente. 

j = die  einheitliche  Verlängerung  derselben. 


^ = die  Derivate  von  A nach  hv 


ß(jJ  = den  entsprechenden  einheitlichen  Widerstand. 

jB'  (^jj  — die  Derivate  nach  h der  Funktion  B(j)‘ 
£1  = die  Fläche  des  Betonquerschnittes. 


Es  ist  also: 


Mt) 

Mt) 


der  gesamte  Widerstand  der  Armierung, 
der  gesamte  Widerstand  des  Betons. 


d\  die  Deformationsbewegung  der  zwischen  den  beiden 


o 

Schnitten  enthaltenen  Armierung,  wenn  die  Verlängerung  zwischen 
Null  und  h begriffen  ist. 

Die  Bedingungsgleichungen  müssen  bestimmen: 

1.  daß  die  Summe  der  Widerstände  = F ist; 

2.  daß  die  gesamte  Deformationsarbeit  ein  Minimum  ist,  und  sind 
mithin  folgende: 


Mt)  + MM 


n 

d\  + Sl  I B^^jdh  = Minimum. 


Die  Variabein  dieser  Gleichungen  sind  h und  7q ; wenn  sich  7q  ver- 
ändert, verändert  sich  auch  der  entsprechende  Gesamtwiderstand,  und 
infolge  der  ersten  Gleichung  verändert  sich  auch  der  zweite,  d.  h.  auch 
Ji : es  handelt  sich  darum,  das  Verhältnis  zwischen  h und  7q  zu  bestimmen, 
um  der  zweiten  Gleichung  zu  genügen. 

Ich  setze  \ als  unabhängige  Variable  und  leite  beide  Gleichungen 
danach  ab,  indem  ict  mit  h'  die  Derivate  von  h nach  7q  bezeichne. 
Dann  bekomme  ich: 

< 

ß,  Ä G)  +ß/t'S(y)=0. 


m 


Von  Mario  Baroni. 

Aus  der  ersten  Gleichung  erhalte  ich  für  h' 


durch  Substitution  in  der  zweiten  erhalte  ich: 

...  < ) 4) 

woraus  sich,  unabhängig  von  der  Kraft  F,  das  Verhältnis  zwischen  den 
beiden  Deformationen  ergibt,  wenn  die  gesamte  Deformationsarbeit  ein 
Minimum  ist. 


Erörterung  der  Formel  (1).  — Dehnung  des  Körpers  ohne  Adhäsion. 

Ziehen  wir  jetzt  die  Formel  (1)  in  Betracht: 

VS  fff) 

1.  Fall.  Man  setze  die  Spannung  J so  klein  an,  daß  in  keinem 
Eisen-  oder  Betonelement  die  elastische  Periode,  während  deren  der 
Widerstand  der  wirklichen  Deformation  annähernd  proportional  bleibt, 
überschritten  werde. 

Man  erhält  in  diesem  Falle 


worin  E und  Fx  die  gemeinsamen  Elastizitätsmoduln  für  die  Zugkraft 
sind.  Man  bekommt  also: 


und  so  wird  die  Formel  (1) 


E, 


E > 


d.  h.  \ = h. 


Also  während  dieser  Phase  der  geringsten  Beanspruchungen  ist  die 
Verlängerung  des  Betons  gleich  der  des  Eisens. 
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2.  Fall.  Man  nehme  an,  die  Zugkraft  F habe  die  Höhe  erreicht, 
daß  in  den  Betonelementen  die  Elastizitätsperiode  überschritten  sei, 
daß  also  der  Widerstand  nicht  mehr  als  der  Verlängerung  proportional 
anzusehen  sei;  dann  wird  die  Funktion  13  nicht  mehr  eine  lineare  sein. 
Die  Formel  (1)  wird  in  diesem  Fall: 


woraus  hervorgeht,  daß  „die  Verlängerung  für  die  Längeneinheit  der 
virtuellen  Betonverlängerung  gleich  ist“,  und  da  während  dieser  nicht 
elastischen  Phase  der  Deformation  die  virtuelle  Verlängerung  größer 
als  die  wirkliche  ist,  so  folgt  daraus,  daß  sich  das  Eisen  mehr  als  der 
Beton  verlängert:  die  Differenz  wächst,  je  weiter  sich  der  Widerstand 
des  letzteren  der  Bruchbelastung  nähert. 

3.  Fall.  Man  nehme  an,  daß  die  Deformation  des  Eisens  die 
elastische  Periode  auch  schon  überschritten  habe:  dann  wird  die  Funk- 
tion A auch  nicht  mehr  eine  lineare  sein  Die  Formel  (1)  wird: 


1(1)  _ 


und  drückt  aus,  daß  die  virtuelle  Verlängerung  des  Eisens  der  ebenfalls 
virtuellen  des  Betons  gleich  kommt. 

Theoretisch  müßte  man  diesen  Zustand  erreichen  können;  denn 
wenn  der  Betonwiderstand  sich  der  Bruchbelastung  nähert,  nähert  sich 
die  virtuelle  Betonverlängerung  der  Unendlichkeit,  während  die  wirk- 
liche Eisenverlängerung  nicht  unendlich  werden  kann.  Und  da  sich 
beide  virtuelle  Verlängerungen  gleichzeitig  der  Unendlichkeit  nähern, 
so  müßte  der  Bruch  in  beiden  Materialien  gleichzeitig  geschehen. 

Dehnung  des  Körpers.  — Vollständige  Adhäsion  zwischen  Eisen 

und  Beton. 

Man  denke  sich  einen  zylindrischen  Körper  aus  Beton  und  Eisen 
von  beliebigem  Querschnitt;  die  Armierung  bestehe  aus  einem  oder 
mehreren  Stäben,  parallel  zu  den  Erzeugungslinien  der  zylindrischen 


Von  Mario  Baroni. 
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i6 


Fig.  7—8. 


Oberfläche  des  Körpers,  von  beliebigem  Durchschnitt.  Man  nehme 
ferner  an,  daß  in  jeder  Sektion  die  Schwerpunkte  der  Eisen-  und  der 
Betonflächen  zusam- 
menfallen. 

Fig.  7 stellt  die 
Schicht  des  in  Be- 
tracht zu  ziehenden 
Körpers  dar  zwischen 
den  Sektionen  AB 
und  G D,  die  zur 
Schwerpunktachse 
senkrecht  sind. 

Fig.  8 stellt  den  Schnitt  AB  dar,  worin  die  Armierung  zu  größerer 
Einfachheit  durch  ein  einziges  Rundeisen  bezeichnet  ist.  Der  Körper 
unterliege  längs  der  Schwerpunktachse  der  Wirkung  der  Zugresultante  F. 

Ich  nehme  an: 

1.  daß  vollständige  Adhäsion  zwischen  Eisen  und  Beton  vorhanden 
sei,  so  daß,  wie  groß  auch  die  Spannung  sei,  die  sich  berührenden 
Fibern  des  Eisens  und  des  Betons  gleiche  Deformation  haben; 

2.  daß  der  einheitliche  einer  bestimmten  Verlängerung  entsprechende 
Betonwiderstand  derselbe  sei  wie  bei  gleicher  Deformation  in  nicht 
armierten  Körpern. 

Über  die  Deformation  der  verschiedenen  Betonelemente  stelle  ich 
keine  Hypothese  auf;  um  in  dem  allgemeinen  Fall  zu  bleiben,  will  ich 
diese  Deformationen  als  verschieden  ansehen,  obwohl  sich  dieselben 
nach  einem  unbekannten  Gesetz  von  Element  zu  Element  verändern. 

Ich  bezeichne  mit  hL  die  Verlängerung  der  Eisenfibern  und  mit  h 

die  eines  beliebigen  Betonelementes  Idco.  Der  gesamte  Zugwiderstand 

h 

des  Eisens  ist  eine  bekannte  Funktion  von  ferner  ist  der  Zugwider- 
stand eines  Betonelementes  Idco  ebenfalls  eine  bekannte  Funktion  von  —• 

Die  Summe  der  Gesamtwiderstände  beider  Materialien  muß  gleich  F 
sein.  Wenn  man  also  diese  Bedingung  als  unverändert  festhält,  und 
für  \ einen  beliebigen  Wert  ansetzt,  so  sind  die  verschiedenen  Werte 
von  h,  infolge  dessen,  alle  bestimmt  und  zwar  hängt  jeder  von  der 
Lage  des  Betonelementes  ab,  nach  dem  erwähnten  unbekannten  Gesetze, 
so  daß  also  h immer  als  Funktion  von  \ angesehen  werden  kann. 

Man  kann  also  folgende  Aufgabe  lösen: 

Welches  Verhältnis  muß  zwischen  der  Deformation  \ und  dem 
Deformationssystem  h obwalten,  damit,  wenn  die  Summe  der  Widerstände 
gleich  F ist,  die  gesamte  Deformationsarbeit  ein  Minimum  darstelle. 
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Es  sei: 

6lt  = die  Gesamtfläche  des  Schnittes  durch  die  Armierung. 

61  = die  Gesamtfläche  des  Betonschnittes. 

A = der  einheitliche  Zugwiderstand  des  Eisens,  der  einheitlichen 
Verlängerung  y-  entsprechend. 

y Ä ( l~\  = die  Derivate  dieses  Widerstandes  zu  hv 

= der  einheitliche  Zugwiderstand  des  Betons,  der  einheitlichen 


h 


Verlängerung  y entsprechend 
h 


= die  Derivate  dieses  einheitlichen  Widerstandes  zu  h. 

ti  = die  Derivate  von  h zu  hv 
Dann  haben  wir: 

6l1A(~^j  = dem  gesamten  Spannungswiderstand  der  Armierung. 
S2 

ix ')•>-  = dem  gesamten  Spannungswiderstand  des  Betons, 
o 

&ij  A (~i)dh i = der  gesamten  Deformationsarbeit  des  Eisens. 


o 

S2 


S2 


Jdwj  B (j-Jdh  = der  gesamten  Deformationsarbeit  des  Betons. 

0 0 

Die  Bedingungsgleichungen  drücken  aus: 

1.  daß  die  Summe  der  Widerstände  gleich  F ist-, 

2.  daß  die  gesamte  Deformationsarbeit  ein  Minimum  ist,  und  sind 
folgende: 

M r)+fsG)dm-F> 


£2 


6lt  f A(~^dl\  -f  j^dcoj  B^jdh  = Minimum. 

0 0 0 

Durch  Ableitung  in  bezug  auf  \ bekommt  man  daraus  folgende  Glei- 
chungen: s2 

<Ä'{T)+7fB'{j)h'de>  = 0’ 


S2 


■jm(t)  + f B{j)h'da  = o, 


Von  Makio  Baroni. 
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woraus 


was  das  Verhältnis  zwischen  hl  und  dem  System  der  Deformationen  h 
ergibt,  sobald  die  gesamte  Deformationsarbeit  ein  Minimum  ist. 

o / o 


Erörterung  der  Formel  (2).  — Dehnung  des  Körpers.  — Vollständige 

Adhäsion. 


1.  Fall.  — Man  nehme  nun  die  Zugkraft  F so  klein  an  als  genügt, 
damit  jedes  Element  des  Betons  elastische  Deformation  habe,  und  man 
also  den  Widerstand  jeden  Elementes  als  der  entsprechenden  Verlängerung 
proportional  ansehen  kann. 


Die  Funktionen  A und  B können  auf  folgende  Weise  geschrieben 
werden : 


daher  ist 


Die  Formel  (2)  wird  dann: 


n 


/ 


sz 

ft 

Ehli  clco 


oder  hx 
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Hier  muß  daran  erinnert  werden,  daß  li  die  Derivate  von  h nach 
7/j  ist,  und  trotz  der  Integrationszeichen,  kann  man  d\  entfernen  und 
den  Bruch  durch  l dividieren. 

S2 

dh 


J 


E li  d co 

t 


7 u 

K = - 


n 

i 


T-,dh 

E — da 3 

v 


E—rdco  ist  die  Widerstandsveränderung  eines  Elementes  Idco,  wenn 
l ° 7 

seine  Verlängerung  dh  beträgt.  Eh^dco  ist  dagegen  die  Arbeits- 

Veränderung  des  Elementes  Id  cd.  Es  bezeichnen  also  die  beiden  Glieder 
des  Bruches  die  gleichzeitige  Bewegung  und  Kraftveränderung;  mit 
anderen  Worten  der  Bruch  ist  die  Derivate  der  Deformationsarbeit 
des  Betons  nach  seinem  Gesamtwiderstand.  Der  Wert  dieser  Derivate 
wird  natürlich  von  dem  Gesetze  abhängen,  welches  die  Verteilung  der 
Widerstände  auf  die  verschiedenen  Elemente  des  Betonschnittes  bestimmt. 

Man  kann  jedoch  der  Derivaten  der  gesamten  Bewegung  zu  dem 
Gesamtwiderstand  eine  noch  klarere  Bedeutung  geben:  in  der  Tat  kann 
sie  folgendermaßen  ausgedrückt  werden: 


Ö o 


= 


/' 


S2 

hdhd  co 


S2 

d hd  co 


/ 


Fig.  9. 


wo  aber  dh  nicht  das  Differential  von  h , als  Funktion  von  «,  sondern 
als  Funktion  von  Jl  ist.  In  der  neuen  Gestalt  lassen  sich  beide 

1 4 

Integrale  graphisch  darstellen;  ich  will  mich 
auf  einen  sehr  einfachen  Fall  beschränken, 
dessen  Ergebnis  jedoch  leicht  zu  verallge- 
meinern ist.  Der  Schnitt  des  Körpers  sei 
kreisförmig,  und  die  Armierung  ein  Rundstab, 
dessen  Achse  zugleich  die  des  Körpers  ist. 

(Fig.  9).  Man  kann  sich  alsdann  den 
Betonschnitt  in  mit  dem  Rundstab  konzen- 
trische Elementflächen  zerlegt  denken 


d cd  = 2jrrdr, 


Von  Mario  Baroni. 
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Fig.  10 


und  annekmen,  daß  bei  jeder  einzelnen  die  Deformation  konstant  sei- 

S2 

Somit  läßt  sich  graphisch  das  Integral  J hdm  darstellen  durch  die 

o 

Fläche  zwischen  einer  horizontalen  Achse,  auf  die  die  Flächen  x(r2—r2) 
als  Abszissen  aufgetragen  werden,  und  einer  Linie,  deren  Ordinaten  die 
entsprechenden  h sind. 

Die  erste  Ordinate  wird  \ sein,  da  infolge  der  Adhäsion  ich  voraus- 
gesetzt habe,  daß  die  sich  berührenden  Fibern  des  Eisens  und  des 
Betons  dieselbe  Verlängerung 
haben;  die  folgenden  Ordi- 
naten können  h±  gleichen, 
oder  verschieden  sein,  doch 
in  letzterem  Falle  muß  man 
mir  die  Hypothese  gestatten: 
entweder  nehmen  die  Ordi- 
naten ab  (wenn  \ die  größte 
Verlängerung  ist)  oder  zu 
(wenn  7^1  die  kleinste  ist)  mit  dem  Bestreben  konstant  zu  werden. 
Wenn  man  nun  \ veränderlich  annimmt,  so  werden  auch  alle  h ver- 
änderlich, aber  nicht  im  gleichen  Sinne,  da  bei  Zunahme  von  h (indem 


S2 


die  Zugkraft  F konstant  bleibt),  der  Betonwiderstand  (ßjd 


G3 


abnimmt,  und  folglich  auch  die  in  Betracht  gezogene  Fläche.  Um- 
gekehrt bei  Abnahme  von  \ nimmt  die 


n 


Fig.  11. 


Fläche  J hdc o zu.  Die  neue  Linie  (li , o) 
o 

wird  also  die  vorhergehende  schneiden 

(Fig.  11),  und  die  zwischen  den  beiden 

Si 

Linien  gelegene  Fläche  wird  j dhda 


sein.  Wenn  man  nun  auf  den  Punkten 
jeder  Ordinate  dieser  unendlich  kleinen  Fläche  eine  Ordinate  gleich  h er- 
hebt, so  bekommt  man  einen  unendlich  kleinen  Körper,  dessen  Inhalt  die 

S2 

S2  J h d li  d (o 

Formel  j Jidhdco  darstellt  (Fig.  12).  Der  Bruch  °— ^ ist  dann  das 

0 Jdhdto 
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Verhältnis  zwischen  diesem  Raum  und  der  Grundfläche,  er  ist  also  eine 

S2 

mittlere  Ordinate  des  Inhaltes  nicht  in  bezug  auf  a,  sondern  auf  J dhdo. 

0 

Die  Grundfläche  des  in  Betracht  gezogenen  Körpers  besteht  aus 
zwei  Teilen  mit  entgegengesetzten  Zeichen,  deren  algebraische  Summe 

ein  d\  entgegengesetztes  Zeichen 
hat.  Der  Körper  selbst  hat  auch 
zwei  Teile  von  entgegengesetzten 
Zeichen,  deren  algebraische 
Summe  das  nämliche  Zeichen  wie 
die  vorhergehende  hat,  da  ihr 
Quotient  positiv  und  gleich  hl  ist. 

Im  Falle  der  Figur  (dht  > 0) 
bekommt  man  also 


Fig.  li 


ABC < CED 

ABCAlB1C1  < CEBC1E1DV 

Setzt  man  voraus,  daß  die  Ordinaten  der  Linie  (Ji , co)  zunehmen,  so 
wird  diese  mittlere  Ordinate  ((V^dfläche)  Sr^er  a^s  c^e  kleinste  Ordi- 
nate 1\  sein,  während  sie  nach  (2')  gleich  \ sein  müßte.  Wenn  man 
hingegen  annimmt,  daß  die  Ordinaten  der  Linie  (1if  co)  abnehmen,  so 
wird  diese  mittlere  Ordinate  kleiner  als  die  größte  sein.  Die 
Linie  (/i,  c a),  deren  Ordinaten  weder  ab-  noch  zu  nehmen  können,  ist 
also  eine  Gerade,  deren  Ordinaten  konstant  und  gleich  \ sind;  und  nur 


si 

hdhd(ü 


in  diesem  Falle  wird  der  Bruch  - 


D 

~1T 

S‘ 


den  Wert  hx  haben,  wie  (2') 


OJ 


erfordert.  Es  sind  also  in  dieser  ersten  Deformationsperiode,  wie  vor- 
auszusehen war,  und  alle  zugeben,  die  Verlängerungen  des  Betons  und 
des  Eisens  gleich. 

2.  Fall.  Man  nehme  nun  an,  die  Zugkraft  F habe  eine  solche 
Höhe  erreicht,  daß,  wenn  die  Betonverlängerungen  denen  des  Eisens 
gleich  sind,  die  elastische  Periode  beim  Beton  schon  überschritten  ist. 
In  diesem  Falle  ist  die  Funktion  B für  alle  Betonelemente  oder  wenig- 
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stens  für  die  das  Eisen  berührenden  zu  h keine  lineare ; während  A 
eine  lineare  Funktion  zu  ht  ist;  also 


A0)-E>  T 

Ati)=Ei 


folglich 


© , 


■'(*) 


Die  Formel  (2)  wird  also: 


\ o 

T " 


fB{j)h'd 


CO 


J B'(jjhdco 


die  man  auch  so  schreiben  kann 


1\  o 

T 


H) 


dhdco 


S2 


f*  (t) 


dhdco 


S2 


7 0 

K = - 


dhd 


(O 


s (h)~da 


f 


l)  l 


aber  da  B^jdhdcj  das  Differential  der  Arbeit  und  B '(^j^dcj  das 

der  Kraft  ist,  so  gleicht  die  Eisenverlängerung  der  Derivate  der  ge- 
samten Betonbewegung  zu  dem  ganzen  Betonwiderstand. 

Es  ist  möglich,  mit  Hilfe  dieser  Derivate  die  Art  der  Deformation 
zu  erkennen.  Bezeichnen  wir  mit  [i  das  Verhältnis  zwischen 

(was  früher  virtuelle  Verlängerung  genannt  wurde),  so  hat 
man  die  Gleichung 

Zeitschrift  f.  Mathematik  u.  Physik.  51.  üaud.  1904.  2.  Heft  9 
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Die  Derivate  der  Arbeit  nach  der  Kraft  kann  mithin  so  geschrieben 
werden : 


(2") 


S2 


7 0 

\ “ - 


dhd 


(O 


f 


Si 

B 


l)  l 


S2 


1 0 
K = - 


h\dh 

T 


d 


CO 


T 


dco 


Fig.  13. 


Setzen  wir  nun,  wie  im  vorhergehenden  Falle,  voraus:  1.  daß  der 
Schnitt  des  Körpers  kreisförmig  sei  und  die  Armierung,  deren  Achse 

die  des  Körpers  sei,  auch 
kreisförmig;  2.  daß  auf  jeder 
Elementar  fläche  2nrdr  die 
Deformation,  daher  auch 
der  Widerstand  in  jeder 

Flächeneinheit  kon- 

stant sei;  3.  daß  die  De- 
formation in  den  mit  dem 
x(r-r?)  Eisen  und  dem  Beton  in 
Berührung  kommenden  Fi- 
bern gleich  \ sei,  und  sich  ferner  nach  ab-  oder  zunehmendem  Gesetz 
verändere,  mit  dem  Bestreben  in  den  vom  Eisen  entferntesten  Elementar- 
flächen konstant  zu  werden:  so  wird  es  möglich  sein,  auf  dieser  Fläche 
ein  Diagramm  der  einheitlichen  Widerstände  zu  zeichnen,  das  von  einer 

Linie  begrenzt  ist,  deren  Ordinaten  die  Werte  von  in  den  folgenden 

Elementarflächen  sind  (daher  werden  auch  diese  letzteren  ab-  oder  zu- 
nehmen mit  dem  Bestreben  konstant  zu  werden). 

Gesetzt  h±  verändere  sich  um  den  Wert  dhly  so  wird  sich  jede 

Ordinate  nm  den  unendlich  kleinen  Wert  B' (y)-y-  verändern;  es 

werden  jedoch  diese  Variationen,  so  wie  beim  ersten  Falle,  nicht  alle 

gleiches  Zeichen  haben,  denn  bei  Abnahme  von  \ nimmt  der  Gesamt- 

S2 

widerstand  des  Betons  J B^jdco  (die  Diagrammfläche)  zu;  und  bei 
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Zunahme  von  \ tritt  das  Gegenteil  ein.  Daher  wird  sich  die  ge- 
zogene Linie  so  wie  es  Fig.  14  zeigt,  verändern,  und  die  Fläche,  zwischen 
den  beiden  Linien  und  den 
äußersten  Ordinaten  wird 


Fig.  14. 


S2 


j B'  den  Nen- 

0 

ner  des  Bruches  (2')  dar- 
stellen. 

Wenn  man  nun  (wie 
schon  beim  ersten  Fall) 
auf  jeden  Punkt  einer  be- 
liebigen Ordinate  dieser 
Fläche  den  entsprechenden  Wert  aufträgt,  so  bekommt  man  einen 
unendlich  kleinen  Körper,  dessen  Inhalt  den  Zähler  des  Bruches  (2") 
darstellt,  nämlich 


E B('p 


*-UJ 


S2 


Fig.  15. 


0 

Fig.  15  stellt  diesen 
Körper  dar,  er  be- 
steht aus  zwei  Teilen 
mit  entgegengesetz- 
ten Zeichen 

ABCA.B& 

CDEC1D1  Ev 

Auch  die  Grundflächen  haben  entgegengesetzte  Zeichen:  die  Fläche 
ABC  ist  als  positiv  anzusehen,  denn  in  der  ihr  entsprechenden  Fläche 

ca  verhalten  sich  die  Kräfte  wie  sodaß  die  Differentiale 

B (t)"T  P°sitiv  sinc^:  der  Rauminhalt  ABCAlB1Cl  ist  gleichfalls 

positiv.  Die  Fläche  CDE  ist  also  negativ,  sowie  der  Rauminhalt 
CDEClD1E1.  Als  absoluten  Wert  erhält  man 


CDE  > ABC, 

da  die  Variation  des  gesamten  Betonwiderstandes,  die  eben  die  Fläche 
ABC  DE  darstellt,  und  dhx  entgegengesetzte  Zeichen  haben. 

Es  muß  auch 

CDEC1D1El  > ABCA1B1C% 

sein,  da  die  Fläche  ABC  DE  und  der  Rauminhalt  ABCDEAlBlClDl 
gleiches  Zeichen  haben,  weil  hly  der  Quotient  derselben,  positiv  ist. 

9* 
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Nun  ist  es  möglich  verschiedene  Hypothesen  zu  erörtern. 

1.  Man  setze  \ kleiner  als  irgend  ein  h voraus , dann  muß  man 
das  Eisen  als  vom  Beton  mit  fortgerissen  ansehen;  das  ist  eine  der 

Hypothesen  von  Harel  de  la  Noe.  Die 
Fläche  ABC  DE  wird  dann,  wie  es  Fig.  16, 
und  der  Körper  ABCDEA1BlClD1J 
wie  es  Fig.  17  zeigt,  erscheinen.  Die 
Ordinaten  AA1;  BB1  werden  die  kleinsten 
sein,  da  der  kleinsten  Verlängerung  ( [h 
der  kleinste  einheitliche  Widerstand  und 
die  kleinste  virtuelle  Verlängerung  yl 
entspricht:  diese  Ordinaten  werden  nach 
und  nach  zunehmen,  bis  sie  DD1EE1:  den  größten  Wert,  erreichen. 

Trennen  wir  mittelst  einer  Ordinate  yy  eine  Fläche  CFG  ab,  die 

der  Fläche  ABC  gleich  sei 


Fig.  IG. 


Fig.  17. 

D 


und  trennen  wir  mittelst 
einer  den  Geraden  AAXBB 1 
parallelen  senkrechten  Ebene 
einen  Raum  CHKC1H1K1 
ab,  der  gleich  ABCA1B1Cl 
sei.  Da  die  Ordinaten  dieses 
Raumes  größer  als  die  von 
ABC A1B1C1  sind,  so  ist 

CHIC  < ABC 

und  daher 

CHK  < CFG. 


Das  Verhältnis  zwischen  dem  Raume  HKDEH1KlDlE1  und  der  Fläche 
EG  DE  ist  der  Wert  des  Bruches 


oder  von  h17  aber  dies  Verhältnis  ist  sicher  größer  als  die  mittlere 
Ordinate  des  Inhaltes  HEDEHlK1DlE1  und  daher  auch  größer  als 
AA1BBlJ  die  virtuelle  Verlängerung,  entsprechend  einer  wirklichen 
Verlängerung  auf  der  Fiber  gleich  hx:  das  ist  aber  widersinnig,  da  die 
wirkliche  Verlängerung  der  virtuellen  höchstens  gleichkommen,  nicht 
aber  sie  überschreiten  kann.  Wenn  also  die  ganze  Deformations- 
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arbeit  ein  Minimum  ist,  so  kann  die  Verlängerung  \ des  Eisens  nicht 
kleiner  als  jede  Verlängerung  h des  Betons  sein: 

2.  Man  nehme  an,  \ sei  einer  beliebigen  Verlängerung  des  Betons 
gleich:  das  ist  die  gewöhnliche  Annahme. 

In  diesem  Falle  sind  alle  Ordinaten  des  Raumes  ABCDEAiBi  C1DiEl 
unter  einander  gleich,  und  das  Verhältnis  zwischen  Raum  und  Grund- 
fläche ist  natürlich  der  Ordinate  gleich: 
aber  \ müßte  gleich  diesem  Verhältnis 
sein,  was  unmöglich  ist,  da  dann  die 
Betonelemente  eine  wirkliche,  der  vir- 
tuellen gleiche,  Verlängerung  bekämen, 
was  der  Voraussetzung,  das  Beton  habe 
die  elastische  Periode  bereits  über- 
schritten, zuwider  ist. 

Also  wenn  die  gesamte  Defor- 
mationsarbeit ein  Minimum  ist,  und  sich  die  Betonelemente  nicht 
alle  in  der  Deformationsperiode  befinden,  kann  die  Eisenverlängerung 
nicht  einer  jeden  Betonverlängerung  gleich  sein. 

3.  Man  nehme  also  ht  größer  als  jedes  h an,  sodaß  der  Beton  als 
vom  Eisen  mit  fortgerissen  zu  betrachten  ist. 

Die  Fläche  ABC  BE  wird  die  in  Fig.  18,  der  Körper 
ABCDEA1B1C1D1E1  die  in  Fig.  19  angegebene  Form  haben. 

Die  Ordinaten  AA1: 

BB1  werden  Maxima  sein, 
da  der  größten  Verlänge- 
rung (Äj_)  der  größte  ein- 
heitliche W iderstand  und 
die  größte  virtuelle  Ver- 
längerung yl  entspricht: 
diese  Ordinaten  werden 
nach  und  nach  abnehmen, 
bis  sie  in  DDt  und  EE1 
den  geringsten  Wert  er- 
reichen. 

Trennen  wir  mittels 
einer  Ordinate  yy  eine  Fläche  CFG  gleich  ABC  ab,  und  mittels  einer 
mit  AAt,  BB1  parallelen  senkrechten  Ebene  einen  Körper  CHKC1H1K1 
der  gleich  ABCA1BlC1  sei.  Da  die  Ordinaten  dieses  Körpers  kleiner 
als  die  von  ABCAlB1Cl  sind,  ergibt  sich: 

CHK>ABC 


Fig.  19. 


Fig.  18. 
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folglich 

jedoch  unmöglich 


CBK>  CFG , 
CHK>  CDE, 


da  der  Körper  ABCAlB1C1  jedenfalls  kleiner  als  CDEC1D1F1  ist. 
Das  Verhältnis  zwischen  HKI)EH1K1D1E1  und  der  Fläche  FGDE 
ist  der  Wert  des  Bruches  i2 

f alB^j)<~Tdm 

o 

0 

oder  der  Ordinate  Er  ist  sicher  kleiner  als  die  mittlere  Ordinate 
des  Körpers  HKDEH1K1B1E1  und  könnte  auch  kleiner  als  die 
kleinste  Ordinate  DD1  oder  EEt  sein.  Das  wäre  aber  nicht  im  Wider- 
spruch mit  der  Hypothese,  daß  \ die  größte  wirkliche  Verlängerung 
sei,  da  DD1  eine  virtuelle  Verlängerung  ist,  die  jenseits  der  elastischen 
Deformatiosperiode  immer  größer  als  die  wirkliche  ist : höchstens 
könnte  man  in  diesem  Falle  sagen,  die  größte  wirkliche  Verlängerung 
sei  so  wenig  von  der  kleinsten  verschieden,  daß  sie  zwischen  dieser 
und  der  ihr  entsprechenden  virtuellen  Verlängerung  enthalten  ist. 

Also  nur  bei  dieser  dritten  Hypothese  stoßen  wir  auf  keinen 
Widersinn,  sodaß  man  behaupten  kann:  „Sobald  die  Deformations- 
arbeit ein  Minimum  ist,  ist  die  Verlängerung  \ des  Eisens  größer 
als  jede  Verlängerung  h des  Betons  und  kleiner  als  die  mittlere  vir- 
tuelle Verlängerung  des  letzteren.“ 


Fig.  20—21. 


Biegung  des  Körpers  ohne  Adhäsion  zwischen  Beton  und  Eisen. 

Man  denke  sich  einen  Körper  aus  Beton  und  Eisen  von  beliebigem 

Querschnitt 
(gleichviel  ob 
konstant  oder 
veränderlich)  mit 
ebener  Schwer- 
punktlinie. Fig. 
20  stellt  eine 
Schicht  des  Kör- 
pers dar  zwischen 
den  so  nahe  zu 
einander  liegen- 
den Schnitten  AB  und  CI)7  daß  man  sie  als  kongruent,  parallel  und 


B 


D 


f)  \ NeutrcikAch.se 

fl \ 

i Y 
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Fig.  22. 


in  gleicher  Richtung  gelegen  betrachten  kann.  Fig.  21  stellt  den  senk- 
rechten Querschnitt  AB  des  Körpers  dar:  sei  Sl  der  Querschnitt  der 
Armierung,  die  zu  größerer  Einfachheit  in  der  Figur  mit  einem  ein- 
zigen Rundstab  bezeichnet  ist,  die  aber  auch  aus  mehreren  Rundstäben 
oder  anders  geformten  Eisen  bestehen  kann. 

O 

Ich  nehme  an: 

1.  Es  sei  keine  Adhäsion  zwischen  Beton  und  Eisen  vorhanden, 
sodaß  sich  die  sich  berührenden  Fibern  des  Eisens  und  des  Betons 
ganz  unabhängig  von  einander  verlängern  können. 

2.  Bei  den  Betonelementen  finde  die  Verteilung  der  Widerstände 
dem  linearen  Gesetze  gemäß  statt,  sodaß  sie  sich  um  die  neutrale  Achse 
des  Schnittes  CD  um  einen  gleichen  Winkel  6 drehen. 

3.  Dieselbe  Annahme  gelte  auch  für  die  Eisenelemente,  deren  ge- 
meinsamer Drehungswinkel  61  sei. 

Auf  Figur  22  stellt  die  Linie  US  OUT  das  lineare  Gesetz  der 
Verlängerungen  oder  Verkürzungen  der  Betonfiber  l dar. 

Nun  sei  folgende  Aufgabe  gestellt: 

Welche  gegenseitige  Beziehung  besteht 
zwischen  den  Winkeln  61  und  6 , sobald  ihr  ge- 
samtes Widerstandsmoment  zur  neutralen  Achse 
gleich  M , und  ihre  gesamte  Deformationsarbeit 
ein  Minimum  ist? 

Beide  Bedingungen  können  gleichzeitig  an- 
genommen werden;  die  Summe  der  beiden  Wider- 
standsmomente des  Betons  und  des  Eisens  ist 
konstant  und  gleich  M:  wenn  sich  61  verändert, 
so  verändert  sich  das  zweite  Moment,  folglich 
auch  das  erste,  daher  auch  6,  0 kann  also  als 
Funktion  von  \ betrachtet  werden,  und  es  ist 
möglich  die  Beziehung  zu  bestimmen,  welche 
zwischen  den  beiden  Winkeln  stattfinden  muß. 

Deformationsarbeit  ein  Minimum  sei. 

Sei: 

x161  = die  Deformation  eines  Eisenelementes  (Idw),  das  von  der 
neutralen  Achse  einen  Abstand  x hat. 

ei 


damit  die  gesamte 


l 

kürzung. 


= die  entsprechende  einheitliche  Verlängerung  oder  Ver- 


A — der  entsprechende  einheitliche  Widerstand. 
^A'(^y^  = die  Derivate  der  Funktion  A zu  x161. 
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xd  = die  Deformation  eines  Betonelementes  ( lydy ),  das  von  der 
neutralen  Achse  einen  Abstand  x hat. 

xß 

-|-  = die  entsprechende  einheitliche  Verlängerung  oder  Verkürzung. 

(xß\  • # • 

J = der  entsprechende  einheitliche  Widerstand. 

= die  Derivate  der  Funktion  zu  #0. 

6'  = die  Derivate  von  6 zu  6lf  wenn  bei  Veränderung  der  beiden 
Drehungen  6 und  d1  die  Summe  der  Widerstandsmomente  gleich  M ist. 
Dann  ist  also: 

j * a{^y^x1  da  = Widerstandsmoment  des  Eisens. 

* b 

j B^pjxydx  = das  gesamte  Widerstandsmoment  des  Betons. 


— d 


Gi 

J d (°'fA  ("V1 ) x\  ddL  = die  gesamte  Deformationsarbeit  der  Ar- 


mierung. 

b 


J ydx J B^-^jxd  = die  gesamte  Deformationsarbeit  des  Betons. 

— d 0 


Die  Bedingungsgleichungen  sind  also: 


= M 


b 

J A ) x1  d a -f  J B^^j  xydx 

— d 

he 

j* da  I A^-p^j  x1dd1  -j- J ydx J *B(^yjxdd  = Minimum. 

0 — d 0 

Durch  Ableitung  nach  6 bekommt  man: 

b 

j I A' (pY~jx\da  -f-  — j B' (^pjx2ydx  = 0 


— d 
b 


jA^)xxda  + O'Jß'fflxydy  = 0, 

Ad 


aus  der  ersten 
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und  durch  Substitution  in  der  zweiten 


(3) 


b 

f A l da 

fA  {~r)xida  J^B'^fjxhjdx 


was  die  Beziehung  zwischen  0 und  6l  bestimmt,  wenn  die  gesamte 
Deformationsarbeit  ein  Minimum  ist. 


Formel  (3): 


Erörterung  der  Formel  (3). 


b 

fApZ-fad«  fB(  tW* 

fA  (“rLHrfro  I'b' (~p)x2ydx 

— d 

1.  Fall:  Setzen  wir  das  Moment  M so  klein  voraus,  daß  die 
Deformation  der  einzelnen  Eisen-  und  Betonelemente  innerhalb  der 
elastischen  Periode  bleibt.  Dann  ergibt  sich,  sowohl  für  die  gedehnten 
wie  für  die  zusammengedrückten  Fibern: 


daher 


mithin 


A-, 

5.  Pf), 

A 

= Et, 

j'Ä{-r) 

XL  d 03  = 

= E1  y j x\dco 

fÄ'(^ 

^ x\dco 

= 1 x\d cd  . 

/ A(-r', 

)xx  dcj 

El  \Jx\dm 

J’ä' E^fxlda 

für  die  gezogenen  Betonelemente  (von  — d bis  0) 

b(~}  = E'~  B'  = E' 
und  für  die  zusammengedrückten  Elemente  (von  0 bis  b) 

B(-f)=E"-°  = E". 
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Man  muß  die  bestimmten  Integrale  der  Formel  (3)  als  von  zwei 
Integralen  gebildet  betrachten;  das  eine  für  den  gezogenen  Teil,  zwischen 
den  Grenzen  — d und  0,  das  andere  für  den  zusammengedrückten  Teil, 
zwischen  0 und  b. 


Somit  wird  das  zweite  Glied  der  Formel  (3) 


0 

T 


o 


E 

— d 


' J 'x2y  clx  -f-  E"  I x-ydx 
o 


0 b 

E'  I x'ydx  + E"  j x*ydx 


r/* 

— d 


0 


und  die  Formel  (3)  wird  ~ 


e 

1 > 


d.  h.  während  der  ersten  Deformationsphase,  solange  das  ganze  Moment 
so  klein  ist,  daß  die  Beanspruchungen  der  Eisen-  und  Betonelemente 
innerhalb  der  elastischen  Deformationsgrenze  bleiben,  ist  die  Drehung 
der  Eisen-  gleich  der  der  Betonelemente.“ 

Setze  man  das  Moment  M groß  genug  voraus,  daß  ein  Teil  der 
Betonelemente  über  die  Grenzen  der  elastischen  Deformation  hinaus 
beansprucht  werde,  während  die  Hypothese  der  gleichen  Drehungen 
unverändert  bleibt.  Es  wird  also  die  Funktion  A linear  zu  6X  sein, 

ß 

und  das  erste  Glied  der  Formel  (3)  -j-  gleich  sein,  aber  die  Funktion 

B wird  zu  0 nicht  mehr  in  lineare  Formen  zerlegbar  sein,  sodaß  das 
zweite  Glied  der  Formel  (3)  so  wie  in  der  allgemeinen  Formel  bleibt 
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Der  Zähler  dieser  zweiten  Seite  ist  die  Summe  unendlich  kleiner 

Größen  B (~^xydxy  die,  da  y gleich  oder  größer  als  Null  ist,  und 

(1‘  0 \ 

T und  x gleiches  Zeichen  haben,  alle  positiv  sind. 

Der  Nenner  desselben  Bruches  ist  ebenfalls  die  Summe  unendlich 
kleiner  Größen  B'  x2yd  x,  die  alle  positiv  sind,  da  y und  x2  gleich 

-j-J  sich  dem  Nullwerte  nähern  aber 

niemals  negativ  werden  kann.  Jedem  Werte  des  Zählers  entspricht 
auch  ein  Wert  des  Nenners,  und  ihr  Verhältnis  kann  in  einfacher  Weise 

ausgedrückt  werden.  In  der  Tat  ist  B = y B'  (wo  y die 

einheitliche  virtuelle  Deformation  bedeutet),  daher 

xydx 


B 


B '(-y-)  x^ydx 


x 


wo  \ der  Drehungswinkel  des  Querschnitts  um  die  neutrale  Achse  ist, 
durch  den  das  betrachtete  Element  eine  wirkliche,  der  virtuellen  gleiche 
Deformation  erlangt.  Diese  Drehung  % ist,  für  die  der  neutralen 
Achse  nahe  liegenden  Elemente,  deren  Beanspruchung  die  elastische 
Deformation  nicht  überschreitet,  gleich  dem  Winkel  0;  je  weiter  sich 
das  Element  von  der  neutralen  Achse  entfernt,  desto  mehr  nimmt 
die  Drehung  J zu. 

Die  zweite  Seite  der  Gleichung  (3)  kann  man  also  so  schreiben: 


* 


wo  jede  unendlich  kleine  Größe  gleich  oder  größer  als  Null  und 
£ > 0 ist.  Diese  beiden  Bedingungen  erlauben  uns  die  sichere  Be- 
hauptung, daß  der  Wert  des  vorgenannten  Bruches  in  unserem  Falle 
0 6 

größer  als  y ist,  und  da  derselbe  gleich  y,  so  ist  es  möglich,  in  dieser 
zweiten  Deformationsphase 

anzusetzen,  d.  h.  die  Drehung  um  die  neutrale  Achse  ist  bei  den  Eisen- 
elementen größer,  als  bei  den  Betonelementen.  Es  ist  auch  möglich, 
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durch  Versuche  das  Verhältnis  zwischen  0 und  0,  zu  bestimmen. 
Früher  hat  man  gefunden: 

b 


eine  Gleichung,  die  so  geschrieben  werden  kann: 


b 


— d 


wo  Zähler  und  Nenner  des  Bruches 


Momente  von  Größen  von  drei  Dimensionen  sind,  die  sich  leicht 
graphisch  darstellen  lassen.  In  Fig.  23  stellt  AB  CD  den  senkrechten 

Querschnitt  des  gebogenen,  in  der 
Ebene  der  Achsen  xx,  yy  (der 
neutralen  Achse)  enthaltenen  Kör- 
pers dar.  Auf  jedem  Punkte  der 
Geraden  AOC  (mit  der  Abszisse  x), 
hat  man  eine  Ordinate  erhoben, 

deren  Wert  dem  einheit- 

lichen Widerstand  im  betrachteten 
Punkte  entspricht.  So  erhält  man 
die  Linie  A1OC1  welche  in  der  Strecke  um  den  Punkt  0,  wo  die  De- 
formation elastisch  ist,  geradlinig  ist;  an  den  anderen  Strecken  ist 
dieselbe  gekrümmt  und  stets  zur  Achse  AOC  konvex. 

Fig.  23  stellt  dann  den  zylindrischen  Körper  ABCDA'BC'D  dar, 
welcher  als  Grundfläche  den  senkrechten  Querschnitt  ABCD , und  als 
Erzeugende  eine  der  Achse  yy  parallele  und  die  bestimmende  Linie 


4 

Fig.  23. 
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A1OC1  berührende  Gerade  hat.  Das  Moment  dieses  Körpers  zur  Ebene 
welche  die  neutrale  Achse  yy  enthält  und  zur  Achse  xx  senkrecht  ist,  ist 

b 

^ B xydx.  Nehmen  wir  in  der  Tat  eine  unendlich  kleine  Schicht 

— d 

FGML  in  Betracht,  die  der  Achse  yy  parallel,  deren  Länge  GM=y , 
deren  Breite  HK  = dx  und  deren  Abszisse  KO  = x sei;  dieser  unend- 

(Qß  Q \ 

-=-J,  also  einen 

(oc  0 \ • 

\ ydx  und  ein  Moment  zu  der  vorgenannten  Ebene 

Kt)H  x = JB^Yjxydx:  das  vollständige  Moment  des  geraden 
Körpers  ist  also 

b 

B xydx . 


0 

/ 

— d 


Wenn  die  Ordinaten  statt  B den  Wert  B'  hätten,  so 

würde  man  einen  anderen  Körper  mit  derselben  Grundfläche  AB  CD 

bekommen,  dessen  Moment  zu  der  schon  betrachteten  Ebene 

% 7 


wäre. 

Um  das  Verhältnis 
zwischen  den  beiden 
Momenten  zu  bestim- 
men, dient  folgendes 
Diagramm.  (Fig.  24) 
Man  zeichne  eine  Kurve 
ESO  TMP,  wo  die 
Abszissen  die  einheit- 
lichen Deformationen  h, 
die  Ordinaten  die  ent- 
sprechenden Werte  der 
einheitlichen  Wider- 
stände B(li),  sind;  diese 


/b'(*t) 

— d 


x0\  xd 
l 


xydx 


JUh) 


Kurve  ist  das  gewöhnliche  Diagramm  der  einheitlichen  Widerstände. 

Wenn  man  nun  an  jedem  Punkte  M oder  E der  beiden  Ab- 
zweigungen eine  Tangente,  und  vom  Punkte  0 eine  parallele  Gerade 
bis  zu  den  entsprechenden  Ordinaten  bei  M oder  E1  zieht,  so  erhält 
man  eine  Linie  E{  SOTMl  Px,  deren  Ordinaten  das  Produkt  der  Abszisse 
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h und  der  Tangente  B'Qi)  sind:  diese  Linie  stellt  also  die  Funktion 
B' (li)h  dar,  deren  Eigenschaften  folgende  sind:  1.  in  den  geradlinigen 
Strecken  OS,  OT  fällt  die  Funktion  B'(Ji)h  mit  der  2? (Zf)  zusammen. 
2.  Außerhalb  der  Strecke  SOT  ist  die  Ordinate  B' beständig  kleiner 
als  BQi );  bei  Zunahme  der  Abszisse  wächst  B'(Ji)h , bis  sie  den  größten 
Wert  erreicht,  dann  sinkt  dieselbe  bis  Null,  und  bleibt  so,  bis  die 
Widerstandskurve  der  Achse  OA  parallel  wird. 

Betrachten  wir  jetzt  hinsichtlich  der  Spannungen  die  beiden  Flächen 
zwischen  den  vorgenannten  Linien,  also  einer  beliebigen  Ordinate 
MM' L (Fig.  25)  und  der  Abszissenachse,  und  integrieren  wir  deren 

elementare  Momente  zur  Achse  OB',  diese 
beiden  Momente  sind  Funktionen  von  li , die 
P — BOi)  man  durch  at(li ) und  ßtQi)  bezeichnen  kann; 

diese  Funktionen  sind  bekannt,  sobald  die  Linie 
der  einheitlichen  Widerstände  bekannt  ist;  es 


Fi-?.  25. 


ist  dann  auch  ihr  Verhältnis  = yt(h)  be- 

ßtQ1) 

kannt.  Die  Funktion  yt(Ji)  ist  innerhalb  der 
Grenzen  li  = 0 und  h = OTlf  nämlich  in  der  Periode  der  elastischen 
Deformation,  gleich  der  Einheit,  dami  wächst  sie  immer  rascher,  und 
wenn  die  Abszisse  den  Wert  OPx  überschritten  hat,  wird  der  Nenner 
ßt(h)  konstant.  Dasselbe  gilt  für  die  Pressung,  und  so  erhält  man 
ähnliche  positive  Funktionen,  die  wir  mit  ac(Ji)  ß'c(h)  yc(h 0 bezeichnen 
wollen. 

Es  sind  also: 


n 

uQi)  = C. B(h)hdh 

U 

h 

ß(h)  = C. B'(h)h  ■ hdh 


y(/i) 


f 


B (h)hdh 


(h)h  ■ hdh 


Sei  nun  in  Fig.  26  die  unendlich  kleine  Schicht  ABA1BiD1C1DC 
gegeben,  deren  senkrechter  Querschnitt  das  unendlich  kleine  Streifclien 
BA1)C , zu  der  a:-Achse  parallel,  mit  den  Abszissen  — d und  b und  der 


Von  Mario  Baroni. 
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Breite  dy,  darstellt.  Die  äußersten  Ordinaten  der  Kurve  A1OC1  werden 
durch  die  Formeln  ausgedrückt 


Fig.  2ß. 


AÄi  = B (~)  GCt  = B ( — , 

und  die  Kurve  ist  der  Linie  B(h)  auf  Fig.  24  ähnlich;  das  Ähnlichkeits- 
verhältnis entspricht 
dem  Verhältnis  zwi- 
schen den  Abszissen 
beider  Linien,  denen 
gleiche  Ordinaten 
entsprechen.  Es  ist 
also  der  Quotient  von 
b und  der  einheit- 
lichen Deformation 

entsprechend  B (ppj  j 

Das  Moment  dieser  unendlich  kleinen  Schicht  ist  mithin: 

j B X xdydx  = dy  ~ {«((^)  + } ■ 

— d 

Dementsprechend,  wenn  man  mit  yxy2  die  äußersten  Ordinaten  des 
gespannten  Teils  des  Körpers  auf  Fig.  23  darstellt,  und  wenn  ?/3?/4 
die  äußersten  des  gepreßten  bezeichnen,  so  ist  das  ganze  Moment  des 
Körpers : 

r b Vi  y 4 

j B (V)  XVdx  = { J K,(x)  dy  + Jac  (t)  dy  \ ■ 

0 Vi  y» 


o 

Ebenso  kann  man  das  Moment 

b 


Jb'  (?) 


x0\  xd 

T 


xydy 


so  schreiben: 

b 


o y.L  t/4 

jB,  ^ x0xydx  _ P j j 'ß'frij  dy  + .Jßffi)  dy)- 

— d Vi  y3 

Das  Verhältnis  der  beiden  Momente  gestaltet  sich  mithin  folgender- 


maßen: 


o y-t  2/4 

Jb  ffj  xydx  Ja,  (-*)  dy  +Jac 

— d yL  y3  


-)  dy 


o y-i  y 4 

JB- (“®)  Xf  xydx  J ß , (*®)  dy  +j ft,  (*f)  dy 

— d y3  y3 
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Da  die  Verhältnisse  zwischen  den  Funktionen  a und  ß von  der 
Funktion  y gegeben  sind,  deren  Wert,  wie  oben  gezeigt,  in  der  elastischen 
Periode  gleich  1 und  außerhalb  derselben  größer  als  1 ist,  und  da 
auch  die  Funktion  immer  positiv  ist,  so  kann  man  daraus  schließen: 
1.  So  lange  6 den  Wert  hat,  bei  dem  kein  Betonelement  über  die 
Grenzen  der  elastischen  Deformation  hinaus  beansprucht  wird,  ist  der 
betrachtete  Bruch  gleich  1,  so  daß  man  schreiben  kann: 


wie  im  ersten  Falle  auf  andere  Art  bewiesen  wurde.  2.  Sobald  6 
einen  Wert  erreicht,  bei  dem  ein  noch  so  kleiner  Teil  vom  Querschnitt 
des  gebogenen  Körpers  über  die  Grenzen  der  elastischen  Deformation 
hinaus  beansprucht  wird,  wird  der  betrachtete  Bruch  größer  als  Eins,  so 
daß  man  hat: 


l 


Je  mehr  dann  die  Beanspruchung  des  gebogenen  Körpers  zunimmt,  desto 
mehr  wächst  das  Verhältnis  zwischen  61  und  0,  bis  zum  Werte,  wo 
die  Beanspruchung  der  Betonelemente  die  Bruchbelastung  erreicht. 
Dieser  höchste  Wert  des  Verhältnisses  hängt  natürlich  von  der  Quer- 
schnittform, der  Lage  der  neutralen  Achse  und  der  Veränderung  der 
Funktionen  yt(h),  yc (h)  ab. 

Es  besteht  also  dieser  wichtige  Unterschied  zwischen  den  gezogenen 
Körpern,  wenn  die  Adhäsion  zwischen  Beton  und  Eisen  nicht  berück- 
sichtigt wird,  und  den  gebogenen,  daß  während  sich  bei  ersteren  Eisen 
und  Beton  gleichzeitig  der  Bruchgrenze  nähern,  bei  letzteren  (keine 
Adhäsion)  rascher  der  Bruch  bei  Beton  als  bei  Eisen  erfolgt.  Der 
neue  Ausdruck  des  Verhältnisses  zwischen  01  und  6 

y-x  y* 

J (t)  dy  +/ :<o  (t)  dy 

m 

jp‘{ H)ay+i j (t)  dy 

yi  y* 

ist  für  die  Rechnung  bequemer  als  der  andere.  In  der  Tat  enthält  er 
Integrale  bekannter  Funktionen  a und  ß innerhalb  einer  bekannten 
Fläche:  für  jeden  bekannten  Querschnitt  des  gebogenen  Körpers  und  für 
jede  Lage  der  neutralen  Achse  ist  jenes  Verhältnis  eine  Funktion  F(G),  die 
man  näherungsweise  leicht  bestimmen  kann,  womit  eine  der  Gleichungen 
bestimmt  wird,  welche  die  Werte  von  6 und  6X  gibt. 
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Im  allgemeinen  sind  die  Unbekannten  drei:  6 , 01  und  der  Para- 
meter (die  Lage  der  neutralen  Achse  bestimmend),  und  drei  sind  auch 
die  Gleichungen:  1)  die  Gleichung  der  Momente,  2)  die,  welche  die 
Gleichheit  zwischen  der  Druck-  und  Zugresultante  bestimmt,  3)  die 

Gleichung  = F(ß). 

Obwohl  die  vorhergehende  Erörterung  für  die  Entwicklung  meiner 
Theorie  genügt,  so  will  ich  doch  eine  neue  Form  für  obigen  Beweis 
und  für  das  Verhältnis  zwischen  9 und  6X  geben,  da  sie  Funktionen 
enthält,  die  in  einigen  Fällen  leichtere  Anwendung  finden  können. 
Jedoch  ist  es  vorher  nötig  einige  einfache  Eigenschaften  der  Momente 
besonderer  geometrischer  Formen  darzutun. 

1.  ABCD  sei  ein  Rechteck  mit  den  Seiten  a und  b]  das  Moment 
des  Rechteckes  zur  Geraden  AB  ist 

Fig.  27. 

ab  • ja  = ja2b, 

das  Moment  des  Dreieckes  ABD  zu  derselben  Ge- 
raden ist 

jab  • | a = -}a2b, 

das  Moment  des  Dreieckes  ABD  ist 

jab  • ja  = ja2b . 

Zwischen  den  drei  Momenten  besteht  die  Gleichung 


Morn  {ABCD)  - Morn  {BCD)  = Morn  {ABD) 


die  man  auch  so  schreiben  kann 


2 {(Morn  ABCD  - Morn  BCD))  = Morn  {BCD) 

daher 

Mom  {BCD)  _ . 

2 { (Mom  ABCD)  — Mom  {BCD) } — i' 

2.  Dieselben  Eigenschaften  lassen  sich  auf  ähnliche  Art  beweisen 
für  Figuren,  die  man  in  Summen  oder  Differenzen  von  Rechtecken  zer- 


Fig.  28—29. 


Zeitschrift  f.  Mathematik  u.  Physik.  51.  Band.  1904.  2.  Heft. 
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legen  kann,  deren  Base  auf  der  Achse  der  Momente  liegt.  So  ergibt 
Fig.  28 

Morn  ( ABCDEFG ) - Morn  (. DCBGF ) = Mom  (. ADBFE ) 

Morn  ( DCBFG ) = 2 Mom  (ADBFE) 


Mom  (DCBFG) 


= 1 


2 Mom  (ADBFE) 

und  Fig.  29 

Mom  (EDCBGF)  - Mom  ( GDCB ) = Mom  (EDGF) 
Mom  (GDCB)  = 2 Mom  (ED GF) 

Mom  (GDCB) 


2 Mom  (EDGF) 


1. 


3.  Seien  nun  die  Rechtecke  durch  Kurven,  welche  die  entgegen- 
gesetzten Winkel  verbinden  und  zur  Momentachse  konvex  sind,  geteilt, 


wie  es  die  Figuren 
30,  31,  32  darstellen. 
In  diesem  Falle  wer- 
den sich  die  Momente 
ändern,  so  daß 


Mom  ((3), 


> 1. 


2 Mom  (a) 

4.  Nun  nehme 
man  an,  es  werden 
auf  den  Punkten  der  vorhergehenden  Figuren  Ordinaten  von  konstanter 
Höhe  errichtet,  sodaß’  gerade  Prismen  entstehen.  Dann  erhalten  wir 

statt  der  Momentachse 
Flß  eine  Momentebene,  und 

die  Kurven,  welche 
früher  die  Rechtecke 
teilten,  werden  zylin- 
drische Oberflächen. 
Aber  es  bestehen  die 
schon  erwähnten  Eigen- 
schaften fort,  so  daß  man 
für  die  beiden  ersten 
Fälle  schreiben  kann: 


Mom  Prisma  (ß) 

2 Mom  Prisma  (^a) 


> 1 - 
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Fig.  34. 


Nehmen  wir  wieder  den  in  Fig.  23  dargestellten  Körper  in  Betracht 
und  beschränken  wir  wieder  unsere  Untersuchung  auf  eine  unendlich 
kleine  Schicht  des  Körpers  (Fig.  33),  dessen  Grundfläche  ein  beliebiges 
Streifchen  sei,  das  zur 
neutralen  Achse  yy  senk- 
recht ist,  die  Breite  dy 
und  die  äußersten  Ab- 
szissen xlx2  hat. 

Wie  schon  früher 
bewiesen,  wird  das  Mo- 
ment dieses  unendlich 
kleinen  Körpers,  das  zur 
Ebene  der  Achse  ox 
senkrecht  ist  und  die 

neutrale  Achse  yy  enthält,  durch  dyj B xdx  analytisch  ausgedrückt. 


X0 


Wenn  man  die  Punkte  A1BlC1D1  auf  die  Momentfläche  projektiert 
(Fig.  34),  so  erhält  man,  so  zu  sagen,  den  Ergänzungskörper  für  diese 
Schicht,  indem  man  das  Moment  der  vorgenannten  Schicht  (Fig.  33) 
von  dem  der  Parallelipede  ABAlB1A2B2EFC2D2C1D1CD  subtrahiert. 
Man  erhält  somit: 

Morn  (. A1B1A2B2EFC2D2ClDl ) 


| x\ B dy  - dyf B xdx  - \x\B (— dy 


X, 


- dy  f B (~)x( ix  = i dy\x\  B ^ ) - 2 fß  xdx\ 


Xo 


+ \dy  [-  xl  B (— f -)  - 2 Jb  xdx 


X‘f 


.T, 


\dy J B'  ~x2dx  + \dx J B'  j x2dxl) 


X. 


fB'  (f ) 


xd 


l 


- xdx. 


Xo 


V 


1)  Bei 

(xd' 


f‘  (?) 

= b(jy)’  u>  = 2oci 

fr  (?) 


~x2dx  setze  man 

v 

daher 
d 


, (xd\  d 

■■  v = B ( T)T  “ " * 


2 daher 


Y x~  d x = .r2 

t 


B {t)  ~ -J  B (t)  xdx- 


10* 
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Nach  den  vorhergehenden  Ausführungen  ist  das  Verhältnis  zwischen 
dem  Moment  der  Schicht  ABAiB1EFClJ)lCI)  und  dem  doppelten 
Moment  der  Ergänzungsschicht  ABiA2B2EJFClDlC2D2,  wenn  die 
Linien  AXE,  EC1  gerade  sind  (elastische  Deformation),  gleich  eins,  und 
es  ist  größer  als  eins,  wenn  ein  Teil  dieser  Linien  Kurven  sind  (und 
die  Konvexität  nach  der  Momentfläche  gerichtet  ist),  wie  eben  in  unserem 
Falle. 

Für  die  verschiedenen  Streifchen,  in  welche  der  Querschnitt  eines 
gebogenen  Körpers  zerlegt  werden  kann,  sind  keine  andern  Fälle  denk- 
bar als  die  von  den  Figuren  30,  31,  32  dargestellten.  Man  darf  also 
auf  alle  die  vorhergehenden  Ausführungen  anwenden. 

o o 


b 


J B (^j-^  xydx  ist  aber  die  Summe  der  Momente  aller  Schichten,  in 

— d 

welche  man  den  Körper  der  Fig.  23  zerlegen  kann;  ebenso  ist 

d 


xd 

T 


xydz  die  doppelte  Summe  der  Momente  der  betreffenden 


— d 

Ergänzungsschichten.  Da  nun  alle  Posten  positiv  sind,  so  erhält  man 
durch  Übertragung  auf  die  Summen  dessen,  was  für  die  einzelnen 
Posten  bewiesen  wurde: 


nämlich 


«■-  > i 
0 ^ 


Fig.  35. 


Aus  dieser  neuen  Ausführung  geht  hervor,  daß  von  den  beiden 

Gliedern  des  Verhältnisses  das  eine  das 
Moment,  das  andere  das  doppelte  Mo- 
ment zweier  Körper  ist,  deren  ersterer, 
in  Fig.  23  dargestellt,  nichts  anders 
als  das  Diagramm  der  einheitlichen 
Widerstände  der  Querschnittselemente 
bildet,  und  deren  anderer  durch  Pro- 
jektion der  Linie  BA , BC  (Fig.  23) 
auf  die  Momentfläche  erhalten  wird. 
Diese  beiden  Körper  und  ihre  Mo- 
mente hängen  von  der  Form  des  senk- 


rechten Querschnittes  des  gebogenen  Körpers,  von  der  Lage  der  neu- 
tralen Achse  und  von  Funktionen  der  bekannten  einheitlichen  Defor- 
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mationen  1t  ab;  eine  derselben  ist  die,  welche  früher  mit  cct(h)  und  ccc(h) 
l)ezeichnet  wurde;  die  andere,  welche  wir  nun  mit  dt(h)  (Zug)  und  dc(h) 
(Pressung)  bezeichnen,  ist  das  Moment  zu  der  Achse  OB  der  in  Fig.  35 
schraffierten  Fläche,  wo  EOF  die  Linie  der  einheitlichen  Widerstände 
ist.  Es  ist  also  leicht,  für  jede  Querschnittform  eines  gebogenen 

ß 

Körpers  die  Veränderungen  der  Größen  61  und  0 , im  Verhältnisse  ~} 

ß 

als  Funktion  des  Drehungswinkels  j zu  berechnen. 

* 

* * 


Es  ist  hier  nötig  zu  bemerken,  daß,  wenn  man  statt  6 = konstant, 
£ = konstant  angenommen  hätte,  61  — | wäre. 

In  der  Tat:  da  für  die  elastisch  beanspruchten  Elemente  £ = 0 ist, 
so  besteht  für  jedes  Betonelement  die  Gleichung: 

»1B(^xydx  = 0'%B'Cj\x*ydz, 


und  die  Formel  (3)  wird: 


l =i 

l l 


| 
l > 


nämlich  61  — |,  also  „die  wirkliche  Drehung  des  Eisens  gleicht  der 
konstanten  und  virtuellen  des  Betons".  Dieses  Resultat  hat  eine  gewisse 
Ähnlichkeit  mit  dem,  was  bei  gezogenen  Körpern  gefunden  wurde,  wenn 
die  Adhäsion  zwischen  den  beiden  Materialien  nicht  berücksichtigt  wird. 


Gebogener  Körper,  falls  Adhäsion  zwischen  Beton  und  Eisen  stattfindet. 

Es  sei  ein  Körper  aus  Eisen  und  Beton  von  beliebigem  Quer- 
schnitt (konstant  oder  veränderlich)  gegeben,  bei  dem  die  Schwerpunkt- 
linie in  einer  Ebene  liegt.  Nehmen  wir  eine  Schicht  des  Körpers 
zwischen  zwei  so  nahe  aneinander  liegenden  Schnitten  in  Betracht,  daß 
man  dieselben  als  gleich,  parallel  und  gleich  gelegen  ansehen  kann 
(Fig.  36).  Fig.  37  stellt  den  senkrechten  Querschnitt  AB,  und  & den 
Querschnitt  der  Eisenarmierung  dar,  den  man  kreisförmig  gewählt  hat, 
obwohl  die  Form  keinen  Einfluß  hat.  Es  werden  folgende  Hypothesen 
angenommen: 
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1.  Die  Fläche  AB  schneidet,  nach  der  Deformation,  den  Schnitt  AB 
in  der  gegenwärtigen  Lage,  unabhängig  vom  Verteilungsgesetz  der 
Widerstände,  nach  der  Geraden  oy  (von  uns  neutrale  Achse  der  Sektion 
genannt),  die  zur  Biegungseh ene  senkrecht  ist. 

2.  Der  Drehungswinkel  um  die  neutrale  Achse  sei  für  jedes  Eisen- 
element  derselbe  und  gleich  der  jedes  Betonelementes  doj  sei  vom 
Winkel  6 dargestellt. 

Auf  Fig.  38  stellt  die  Linie  ES  OUT  das  Gesetz  der  Verlängerungen 
oder  Verkürzungen  h der  Betonfiber  dar,  über  welches  Gesetz  hier 
keine  anderen  Hypothesen  aufgestellt  werden. 


Fig.  36-38. 


Jetzt  können  wir  folgende  Aufgabe  stellen: 

„Was  für  eine  Beziehung  hat  zwischen  den  Winkeln  6 und  91 
stattzufinden,  wenn  das  Widerstandsmoment  zur  neutralen  Achse  = M 
und  die  Deformationsarbeit  ein  Minimum  ist?“ 

Beide  Bedingungen  lassen  sich  gleichzeitig  annehmen:  die  Summe 
der  zwei  Widerstandsmomente  des  Eisens  und  des  Betons  ist  konstant 
und  gleich  M,  sobald  sich  dD  und  daher  das  erste  Moment,  verändert, 
muß  sich  auch  das  zweite  verändern,  so  daß,  wenn  die  Drehungen  6 
von  Element  zu  Element  nach  einem  bestimmten,  obzwar  uns  un- 
bekannten Gesetze  verschieden  sind,  jedem  Werte  des  Widerstands- 
momentes des  Betons  für  die  verschiedenen  Betonelemente  ein  besonderer 
Wert  des  Winkels  6 entspricht;  0 ist  also  nicht  nur  als  Funktion  der 
Koordinaten  des  Elementes  dco , sondern  auch  als  Funktion  zu  0l  zu 
betrachten,  und  es  ist  möglich  den  Zusammenhang  zu  bestimmen, 
welcher  zwischen  dem  9- System  und  dem  Winkel  01  besteht,  damit, 
während  die  Momentsumme  gleich  M ist,  die  ganze  Deformations- 
arbeit ein  Minimum  sei. 

Bezeichnen  wir  mit: 

x161  = die  Deformation  eines  Eisenelementes  ( Idco A),  dessen  Ab- 
stand von  der  neutralen  Achse  gleich  xt  ist. 


Von  Mario  Baroni. 
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A (~Vl)  ^en  einheitlich031  Widerstand  eines  Eisenelementes  ldaly 
dessen  Deformation  gleich  01x1  sei. 

~ B'  = die  Derivate  zu  xl01  der  Funktion  yy— ) • 

6 = die  Drehung  eines  Betonelementes  Idco,  dessen  Abstand  von 
der  neutralen  Achse  o*leich  x ist. 


xd 


= (^eu  einheitlichen  Widerstand,  -y  entsprechend. 

y B'  = die  Derivate  zu  xO  der  Funktion  B (—'j  • 

6'  — die  Derivate  zu  6i  einer  besonderen  Drehung  0. 

Es  wird  also  sein: 

■Qi 

I A^p^Jxldco1  = das  ganze  Widerstandsmoment  des  Eisens. 


£2 


JX t)  xd oj  = das  ganze  Widerstandsmoment  des  Betons, 
o 

- - i ®i 

fdo\fA(-r)x  ldd1  = die  ganze  Deformationsarbeit  der  Eisen- 


armierung. 

£2 


I dco  J B^y^xdO  = die  gesamte  Deformationsarbeit  des  Betons, 
o o 

c 

Die  Bedingungsgleichungen  sind  also: 

Ca  + C B^f'jxda  = M, 


£2X  o,  £2  h 

j* d(D1j  Sjxiddl  -f  J* dco  I j B^Y^xdO  = Minimum. 


o o 


Durch  Ableitung  nach  6X  erhält  man  folgende  zwei  derivierte  Glei- 
chungen: 

1 + j fB'(^)xH'dcö  = 0, 

0 0 
■Qi  Q 

fA^'jxlchol  + j B(~jx6'da  = 0, 
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aus  denen  sich  folgendes  Verhältnis  zwischen  der  Drehung  91  und  dem 
Drehungssystem  9 ergibt: 

S2,  n 

j* A{~Y~^xxd(ol  j* B ('r'ß'jxsd  'da 


S2t  ~ S2 

j Ä^-^xldco,  ^ B'(^pjx-e'd 


CO 


Erörterung  der  Formel  (4). 

1.  Fall.  Das  Drehungssystem  9 und  die  Drehung  91  sind  so  be- 
schaffen, daß,  wenn  das  Moment  M Null  wird,  auch  6 und  91  Null 
werden,  und  ferner,  wenn  M allmählich  zunimmt,  auch  das  Drehungs- 
system 6 und  die  Drehung  91  (nach  einem  bestimmten  Gesetze)  all- 
mählich zunehmen. 

In  diesem  ersten  Falle  nehmen  wir  M so  klein  an,  daß  kein 
Eisen-  oder  Betonelement  über  die  Grenzen  der  elastischen  Deformation 
hinaus  beansprucht  wird. 

Es  ergibt  sich  dann,  sowohl  für  die  gezogenen,  als  auch  für  die 
gepreßten  Eisenfibern: 

9}\  771  xi  9t 


folglich : 


A = E1 U- , 

A'  (5£)  = Ely 

C. A (^')x1dio1  = E]  f x\dcolt 

0 0 
Si,  S2 x 

f A’ i~1^x\da1  = Ei  j'x\da , , 


daher: 


0 

•»1 


j A ^ 1 1 d wi  Y j*x\d  ec*. 


p(*r) 


— \x\d  cöj 


{K 

E,  j x\dc o1 


0i 

l 


Ebenso  kann  man  für  die  gezogenen  Betonelemente  (von  0 bis  Slx) 
schreiben: 

B = Ecj-,  B’  = E, 
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und  für  die  gepreßten  (von  — Slc  bis  6): 

-r>/x6\  X6  -T'tr  (Xd\  -n 

%)=£m>  B ( t)  =A- 

Jedes  Integral  des  zweiten  Gliedes  der  Formel  (4)  zerfällt  in  zwei 
Teile,  von  denen  einer  innerhalb  der  Grenzen  0 und  £lt  (Pressung),  der 
andere  innerhalb  der  Grenzen  — Slc  und  0 (Zug)  bleibt. 


12, 


12, 


fB^pjxe'da  =j‘Ec-^-x8'd(o  + j' E^xO'äa  = 
— 12.  — 12.  0 


12, 


= E„j ■fx'dO'dto  + y fx2d6'dco, 


12, 


12, 


I ‘B'(^x*0'da  = fEcx*d'dt o + fEtx*9'da  = 
— 12.  — 12.  0 


— Ec J*x26'  dco  + EtJ*x26r  da, 

— 12.  0 


und  das  zweite  Glied  der  Formel  (4)  wird 


Ec .Jx*eO'd<a  + EtJx*06'  d 


CO 


l -nt 
l 


o 


Ec  Cx*0'  clca  -f-  Et  Cx*6'  d 
— 12.  o 


CO 


so  daß  die  Formel  (4)  geschrieben  werden  kann: 


12, 


(4') 


01  = 


ec  fx'ee'dm  + sjx^ee'd 
d «/ 

— 12.  0 


CO 


12, 


E fx*d ' d co  Ecpci 6'  d 

— 12,  0 


co 


und  da  6'  die  Derivate  von  6 zu  Ql  ist,  so  darf  man  noch  weiter 
vereinfachen: 


o &t 

Ec  I x20 dO doj  -)-  Et pE-Odddco 

o 


— 12. 


o 


12 


t 


Ec  Cxdddco  -f-  Et  fix 

J12.  J 


x2d6dco 
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Auch  in  diesem  Falle  dürfen  unserer  Meinung  nach  nur  drei  Hypo- 
thesen aufgestellt  werden:  1.  Es  sei  9t  die  größte  Drehung  der  betrach- 
teten Eisen-  oder  Betonelemente,  so  daß  die  Drehung  0 um  so  kleiner 
werde,  je  weiter  sich  die  Betonelemente  dco  vom  Eisenschnitt  entfernen; 
2.  es  sei  91  die  kleinste  Drehung,  so  daß  die  Werte  von  9 um  so 
größer  werden,  je  weiter  sich  die  Betonelemente  dco  vom  Eisenschnitt 
entfernen;  3.  es  seien  die  Drehungen  91  und  9 gleich. 

Die  Erörterung  dieser  drei  Hypothesen  ist  nicht  wesentlich  ver- 
schieden von  dem,  was  über  die  gezogenen  Körper  ausgeführt  wurde. 
Sie  ist  aber  schwerer  zu  begreifen,  da  die  Integrale  des  Zählers  in  der 
Formel  (4')  geometrisch  nur  mit  Körpern  von  vier  Dimensionen  sich 
darstellen  lassen.  Man  kann  sich  auf  dem  Betonschnitt  Linien,  welche 
die  Punkte  gleicher  Drehung  (9  = konstant)  verbinden,  gezogen  denken; 
bei  den  beiden  ersten  Hypothesen  bilden  dieselben  so  viele  Systeme 
als  Eisen  der  Armierung  sind,  jedes  Eisen  liegt  in  der  Mitte  des  ent- 
sprechenden Systems;  man  kann  sich  diese  Linien  so  nahe  aneinander 
gelegen  denken,  daß  die  dazwischen  befindlichen  Streifchen  dco  beliebig 
klein  sind.  Nehme  man  nun  an,  daß,  während  M konstant  bleibt, 
91  die  unendlich  kleine  Veränderung  d9{  erfahre;  alsdann  werden  sich 
auch  alle  9 der  verschiedenen  Streifchen  verändern,  die  einen,  den 
Eisenelementen  anliegend,  im  gleichen  Sinne  wie  0V  die  anderen  im  ent- 
gegengesetzten Sinne,  so  daß  die  Veränderung  des  Betonwiderstands- 
moments  gleich  und  entgegengesetzt  zu  der  des  Eisens  ist.  Diese  Ver- 
änderung ist:  0 

ö o 


-Si, 


Ec  I x • xd9  • dco  + Et  I x • xd9  • dco, 


\f3 


d.  h.  der  Nenner  der  Formel  (4'):  dieser  Nenner  hat  also  ein  d91  ent- 
gegengesetztes Zeichen,  ebenso  wie  der  Zähler,  da  ja  ihr  Quotient  gleich 
01;  also  positiv  ist. 

Man  denke  sich  auf  jedem  Streifen  Ordinaten  errichtet,  eine,  deren 
Länge  Ecd9  für  die  gepreßten,  Etd9  für  die  gezogenen  Flächen  sei. 
Man  erhält  so  einen  Körper,  dessen  Elemente  Ed9dco  sind;  das  Träg- 
heitsmoment dieses  Körpers  zur  neutralen  Achse  wird  vom  Nenner  der 
Formel  (4')  ausgedrückt.  Wie  schon  vorher  gezeigt,  ist  der  betreffende 
Rauminhalt  teils  positiv  (von  demselben  Zeichen  als  d9 t),  teils  negativ: 
ebenso  verhält  es  sich  mit  seinem  Trägheitsmoment,  dessen  negativer 
Teil  als  absoluter  Wert  der  größere  ist,  da  dessen  Zeichen  dem  von 
(19 j entgegengesetzt  ist.  Es  ist  also  möglich  von  dem  negativen  Teil 
des  Körpers  ein  Trägheitsmoment  gleich  dem  des  positiven  abzutrennen, 
dann  gleicht  das  Trägheitsmoment  des  übrigen  Körpers  dem  Nenner 
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der  Formel  (4').  Bilden  wir  nun  auf  jedem  Element  EdOclw  mittels 
der  neuen  Dimension  0,  das  Element  EOdOdco  eines  Körpers  mit  vier 
Dimensionen,  dessen  Base,  sozusagen,  der  vorhergehende  Rauminhalt 
ist.  Dieser  neue  Körper  besteht  auch  aus  zwei  Teilen  von  entgegen- 
gesetzten Zeichen:  das  Trägheitsmoment  desselben,  analytisch  durch  den 
Zähler  der  Formel  (4')  ausgedrückt,  hat  auch  zwei  Teile,  von  welchen 
der  negative  (als  absoluter  Wert)  größer  als  der  positive  ist:  Auch 
hier  kann  man  von  dem  negativen  Körper  einen  Teil  abtrennen,  dessen 
Trägheitsmoment  dem  des  positiven  gleicht.  Der  Zähler  der  Formel 
(4')  wird  daher  das  Trägheitsmoment  des  übrigbleibenden  Körpers  (T) 
sein:  dieser  hat  als  Base  einen  Teil  der  negativen  Elemente  EdOdoj , 
deren  Gesamtheit  wir  mit  W bezeichnen.  Bei  der  ersten  Annahme 
sind  die  Werte  von  #,  für  die  Streifen,  in  denen  dO  positiv  ist,  größer 
als  die  der  übrigen;  folglich  ist  W ein  Teil  von  V.  Bei  der  zweiten 
Annahme  findet  das  Gegenteil  statt,  und  V ist  ein  Teil  von  W.  Daher 

...  . n t -r.  n Trägheitsmoment  (T)  . „T  . i 

hat  im  ersten  falle  der  Bruch  — n 7— einen  Wert,  der 

I ragheitsmoment  ( V ) 

jedenfalls  kleiner  als  das  größte  der  6 ist,  die  den  Streifen  der  Base 
W entsprechen,  also  natürlich  auch  kleiner  als  61  und  nicht  etwa 
gleich,  wie  es  nach  Formel  (4')  scheinen  könnte:  im  zweiten  Falle  ist 
derselbe  Bruch  größer  als  das  kleinste  dieser  verschiedenen  6 und 
natürlich  größer  als  0.L  und  nicht  etwa  gleich,  wie  Formel  (4'j  angibt. 
Da  nun  die  erste  und  die  zweite  Annahme  zu  einer  Unmöglichkeit 
führen,  so  bleibt  nur  die  dritte  übrig,  infolge  deren,  da  6 konstant  ist, 
W gleich  Vf  und  das  Verhältnis  der  Trägheitsmomente  T und  V gleich 
6 ist:  daher 

$i  — 6, 

wie  es  die  Annahme  verlangt. 

Man  kann  also  folgern,  daß  während  der  elastischen  Deformations- 
periode jedes  Eisen-  oder  Betonelement  sich  in  einem  konstanten  Winkel 
um  die  neutrale  Achse  dreht  und  die  Fläche  eines  Querschnittes  eben 
bleibt. 

2.  Fall.  In  diesem  zweiten  Falle  setzen  wir  6 = d1  und  das 
Moment  groß  genug  an,  damit  an  einem,  wenn  auch  noch  so  kleinen 
Teile  des  Schnittes,  die  Längenveränderung  die  elastische  Deformation 

(X0\ 

-j-J  eine 

lineare  Funktion  als  E—r -,  und  die  betreffenden  Ausführungen  haben  für 
diesen  Fall  keine  Geltung  mehr. 

Die  Funktion  B ist  (wie  schon  erwähnt)  derartig,  daß  man  jeden 
Wert  derselben  als  das  Produkt  von  B'  und  einer  gleichartigen 
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Größe  (der  virtuellen  Deformation),  betrachten  kann,  die  aber  der  wirk- 

cc  0 

liehen  Deformation  -y-  gleich,  oder  größer  als  diese  ist. 

Die  Funktion  B gleicht  der  erwähnten  Deformation  eines  Elementes 
für  eine  Drehung  % (virtuelle  Drehung),  die  gleich  6,  oder  größer  als 
6 ist.  Mithin  ist 

t>  / X 0 \ -T-,  r / X 0 \ X 

\t)  =b  \t)t> 


wo  | > 0 für  die  über  die  Elastizitätsgrenze  hinaus  beanspruchten 
Elemente  ist,  und  gleich  6 bei  denen,  deren  Beanspruchung  sich  inner- 
halb der  Elastizitätsgrenze  hält. 

Das  erste  Glied  der  Formel  (4)  ist  wieder,  wie  im  vorhergehenden 

ß 

Falle,  gleich  y,  sodaß  man  es  auch  folgendermaßen  schreiben  kann: 


Diese  Formel  unterscheidet  sich  von  der  (4')  nur  in  folgenden  Punkten: 

1.  Statt  der  Koeffizienten  Ec,  Et  hat  man  die  Funktion  B'^yj  mit  6 

veränderlich  und  gleich  Ec  oder  Et  nur  in  den  elastisch  deformierten 
Elementen;  2.  01  bei  dem  Integral  des  Zählers  wird  durch  £,  gleich  oder 
größer  als  das  entsprechende  6 , ersetzt. 

Man  darf  auch  hier  die  drei  Hypothesen  des  ersten  Falles  auf- 
stellen; 1.  ist  gleich  dem  6 Maximum,  und  je  größer  der  Abstand 
des  betrachteten  Punktes  von  der  Eisenarmierung  wird,  desto  kleiner 
wird  0.  2.  ist  gleich  6 Minimum,  das  um  so  kleiner  wird,  je  weiter 

sich  das  Element  dco  von  der  Eisenarmierung  entfernt.  3.  6 ist  konstant 
und  gleich  0l.  Denken  wir  uns  nun  auf  der  Schnittfläche  Linien  ge- 
zogen, welche  die  Punkte  gleicher  Drehung  verbinden,  sodaß  der  Beton 
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schnitt  in  Streifen  dco  geteilt  wird  und  für  jeden  einzelnen  derselben 
0 als  konstant  betrachtet  werden  kann. 

Man  nehme  nun  an,  daß  M konstant  bleibt,  aber  61  sich  um  den 
unendlich  kleinen  Wert  d6x  vergrößert;  dann  werden  sich  auch  alle  0 
der  verschiedenen  Streifen  verändern,  einige,  die  den  Eisenelementen 
anliegen,  im  gleichen  Sinne  wie  01;  die  anderen  im  entgegengesetzten 
Sinne,  sodaß  die  Veränderung  des  Betonwiderstandsmoments  der  des 
Eisens  gleich  und  entgegengesetzt  ist.  Diese  Veränderung  wird  aus- 

TD  TD  TD  O O 

gedrückt  durch: 

i2t 

JxB'(*-p)xdO-d<a 

d.  h.  durch  den  Nenner  der  (4"):  dieser  Nenner  hat  also  ein  ddx  ent- 
gegengesetztes Zeichen.  Dasselbe  gilt  für  den  Zähler,  da  ihr  Quotient 
gleich  0lf  also  positiv  ist. 

Es  ist  aber  hier  nicht  möglich,  einen  dem  vorigen  ähnlichen  Be- 
weis zu  führen,  da  die  Drehungen  % für  einige  Elemente  größer  als 
die  entsprechenden  6 sind,  und  im  voraus  die  Elemente  zu  bestimmen, 
bei  denen  das  der  Fall  ist,  auch  unmöglich  ist. 

Die  vorigen  Ausführungen  haben  also  für  diesen  Fall  keine  Geltung, 
aber  es  ist  dennoch  möglich,  durch  Folgerungen  aus  den  für  gezogene 
Körper  geltenden  Darlegungen  und  durch  Prüfung  einzelner  besonderer 
Fälle  zu  einem  bestimmten  Ergebnis  zu  gelangen.  Betrachten  wir 
z.  B.  einen  beliebigen  der  neutralen  Achse  yy  parallelen  Streifen  (Fig.  39), 
dessen  Breite  dx  be- 
liebig klein  sei,  und  der, 
außer  Betonelementen, 
wenigstens  ein  Eisen- 
element d £u1  enthalte. 

Da  sämtliche  Elemente 
dieses  Streifens  den- 
selben Abstand  von  der 
neutralen  Achse  haben, 
so  wird  man  wohl  diesen 
Streifen  als  einen  ein- 
fach gezogenen  Körper  aus  armiertem  Beton  betrachten  dürfen,  sodaß  die 
für  gezogene  Körper  gefundenen  Ergebnisse  hier  zur  Anwendung  gelangen 
können,  nämlich:  Solange  die  elastische  Deformation  nicht  überschritten 
ist,  drehen  sich  alle  Elemente  um  die  neutrale  Achse  in  gleichem  Winkel, 
und  die  Deformation  ist  gleichförmig.  Ist  aber  diese  Grenze  erreicht 

o to 


Fig.  r»9— 40. 

F 
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oder  überschritten,  so  wird  das  Eisen  die  größte  lineare  Deformation 
und  somit  auch  die  größte  Drehung  erfahren,  welche  der  der  anliegenden 
Betonelemente  gleich  sein  wird,  während  die  Drehung  der  übrigen  Beton- 
elemente um  so  kleiner  wird,  je  weiter  sich  dieselben  vom  Eisenschnitt 
entfernen.  Nehmen  wir  nun  an,  daß  bei  der  Hypothese  der  gleichförmigen 
Deformation  aller  Schnittelemente  die  Elastizitätsgrenze  nur  von  den- 
jenigen Elementen  überschritten  werde,  welche  den  größten  Abstand 
von  der  neutralen  Achse  irgend  eines  Elementes  der  Armierung  haben. 
Der  Einfachheit  wegen  haben  wir  auf  Fig.  40  die  Armierung  mittels 
eines  einzigen  Kreises  (mit  der  Abszisse  x),  die  Fläche,  wo  die 
Elastizitätsgrenze  überschritten  wird,  mit  CDE  (deren  kleinste  Ab- 
szisse x2  > xlt  und  äußerste  b ist)  dargestellt.  Wir  nehmen  an,  nach 
den  vorigen  Ausführungen,  aber  nicht  auf  Grund  sicheren  Beweises, 
daß  in  der  Fläche  ACDBF  die  Drehung  gleichförmig  sei;  berechnen 
wir  sie  mit  019  und  jede  beliebige  Drehung  eines  Elementes  der  Fläche 
CDE  mit  0 , endlich  mit  j*  die  entsprechende  virtuelle  Drehung,  welche 
in  der  Fläche  CDE  konstant  sein  kami  oder  veränderlich  (zu-  oder 
abnehmend  bezüglich  6lf  da  längs  der  Geraden  CD  61  = 6 = £). 

Durch  Anwendung  der  vorhergehenden  Methode  findet  man  folgende 

O O o 

Beziehung  zwischen  0X  und  dem  ^-System: 


b 




b 

J *xi ^ d&cloaj 
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worin  dO  die  Veränderung  von  9 ist,  wenn  das  ganze  Moment  M kon- 
stant bleibt. 

Es  ist  leicht,  wie  bei  dem  ersten  Falle  zu  beweisen,  daß  j*  konstant 
und  gleich  61  ist,  sodaß  die  wirkliche  Drehung  0 um  so  kleiner  wird, 

je  größer  die  Abszisse  des  Elementes  dco  von  x2  bis  b wird;  denn  da 

x • 

die  virtuelle  Deformation  -y  immer  zunimmt,  wächst  das  Verhältnis 


zwischen  derselben  und  der  wirklichen  Deformation 


xd 

T > 


also  der  Quo- 


tient 


£ 

0 ‘ 


Diese  Lösung  (virtuelle  Drehung  konstant)  genügt  also  der 


Gleichung  der  kleinsten  Arbeit,  und  da  man,  um  dieselbe  zu  erhalten 
(durch  Annahme  gleichförmiger  Drehung  der  Fläche  AFBDC)  zwischen 
den  verschiedenen  Elementen  Adhäsion  vorausgesetzt  hat,  so  halten  wir 
sie  für  der  Wirklichkeit  entsprechend.  In  der  Tat  kann  eine  Auf- 
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gäbe  betreffend  die  kleinste  Arbeit,  in  ihrer  Allgemeinheit  aufgefaßt, 
unmöglich  zwei  Lösungen  haben. 

Nach  diesen  beiden  einfachen  Fällen  erscheint  nun  die  Art  der 
möglichen  Auflösungen  (im  allgemeinen  Falle,  wo  die  Elastizitätsgrenze 
auch  in  den  eiserne  Elemente  enthaltenden  Flächen  überschritten  wird) 
in  drei  Fällen,  die  wir  graphisch  erklären  werden,  völlig  bestimmt. 
Man  errichte  (Fig.  41)  auf  jedem  Betonelement  des  Schnittes  eine  zur 
Schnittebene  senkrechte  Ordinate, 
die  die  wirkliche  Drehung  6 des 
Elementes  mißt,  falls  die  Elastizi- 
tätsgrenze nicht  überschritten  ist, 
aber  im  andern  Falle  die  virtuelle 
Drehung  % mißt.  — Wenn  man  den 
so  entstandenen  Körper  mittels  einer 
zur  obigen  Schnittoberfläche  senk- 
rechten Ebene  schneidet,  die  den 
Mittelpunkt  einer  der  Elemente  F 
der  Eisenarmierung  enthält,  so  sind 
für  den  Schnitt  folgende,  denen 
der  gezogenen  Körper  ähnliche  Fälle 
möglich:  1.  Der  Schnitt  ist  eine 
Gerade  mit  konstanter  Ordinate. 

2.  Er  ist  eine  Linie  nach  F steigend, 
deren  zwei  Teile  eine  Gerade  bb 

mit  konstanter  Ordinate  als  Asymptote  haben.  3.  Er  ist  eine  Kurve  mit 
einem  Minimum  oder  einem  Rückkehrpunkt,  deren  Zweige  eine  Gerade 
mit  konstanter  Ordinate  als  Asymptote  haben. 

Die  Erörterung  kann  auf  dieselbe  Weise,  wie  schon  für  die  ge- 
zogenen Körper  geführt  werden,  mit  dem  Unterschied,  daß  die  Ver- 
hältnisse zwischen  Rauminhalt  und  Flächen  durch  die  Verhältnisse 
ihrer  Trägheitsmomente  zu  ersetzen  sind. 

Die  Ergebnisse  sind  ganz  ähnliche,  nämlich:  der  dritte  Fall  führt 
zu  der  Unmöglichkeit,  daß  die  Drehung  des  Eisens  einen  Wert  ergibt, 
der  größer  als  sie  selbst  ist.  Der  erste  Fall  tritt  nur  dann  ein,  wenn 
die  Betonelemente  bei  F die  Elastizitätsgrenze  nicht  überschritten  haben, 
sonst  führt  er  ebenfalls  zu  dem  Widersinn,  daß  die  Drehung  des  Eisens 
bei  F einen  größeren  Wert,  als  sie  selbst  annimmt.  Der  zweite  Fall 
ist  der  einzige,  der  zu  keinem  Widersinn  führt,  wenn  die  Lösung  des 
ersten  die  Überschreitung  der  Elastizitätsgrenze  durch  die  F anliegenden 
Betonelemente  ergibt.  Dann  ist  die  Eisendrehung  kleiner  als  der 
mittlere  Wert  der  wirklichen  und  virtuellen  Drehungen  der  Beton- 
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elemente  und  vielleicht  auch  kleiner  als  das  Minimum  beider.  Dies 
ist  keineswegs  unmöglich,  denn  da  jede  virtuelle  größer  als  die  ent- 
sprechende wirkliche  Drehung  ist,  so  kann  die  Eisendrehung  zwischen 
der  kleinsten  Ordinate  und  der  kleinsten  wirklichen  Drehung  enthalten 
sein;  es  kann  daher  das  Eisenelement  die  anliegenden  Betonelemente 
mit  sich  fortreißen. 


Schlußfolgerungen. 

Wir  wollen  nun  die  Ergebnisse  vorstehender  Untersuchungen 
zusammenfassen  und  mit  den  in  der  Einleitung  erwähnten  Theorien 
vergleichen. 

Beginnen  wir  mit  den  einfach  gezogenen  Körpern,  und  nehmen 
wir  an,  daß  der  gesamte  Zug  von  Null  ab  allmählich  zunehme  und  in 
den  beiden  Materialien  allmählich  zunehmende  einheitliche  Widerstände 
hervorrufe. 

In  der  ersten  Deformationsperiode  stimmen  die  beiden  ersten 
Theorien  und  die  Resultate  unserer  Untersuchung  überein,  nämlich: 
Die  Querschnitte  des  gezogenen  Körpers  bleiben  eben  und  die  Ver- 
längerungen der  Eisen-  und  der  Betonelemente  sind  gleich. 

Der  einheitliche  Widerstand,  den  die  Betonelemente  entwickeln, 
ist  gleichförmig  und  der  einheitlichen  Verlängerung  proportional,  ihr 
Verhältnis  ist  der  gewöhnliche  Zugelastizitätsmodul.  Dasselbe  gilt  auch 
für  die  Eisenelemente;  das  Verhältnis  zwischen  den  beiden  Widerständen, 
von  den  Verlängerungen  unabhängig,  gleicht  dem  der  Elastizitätsmoduln 
beider  Materialien.  Aber  bei  Zunahme  des  Gesamtwiderstandes,  der 
Verlängerung  der  Betonelemente,  mithin  auch  ihres  einheitlichen  Wider- 
standes, erreicht  dieser  letztere  die  Elastizitätsgrenze,  über  welche  hinaus 
das  Verhältnis  zwischen  Widerstand  und  Deformation  nicht  mehr  konstant 
bleibt.  Hier  tritt  eine  neue  Periode  der  Veränderungstätigkeit  ein,  wo 
sich  die  beiden  Theorien  unter  einander  und  von  dem,  was  bewiesen 
wurde,  unterscheiden:  was  die  Deformation  anbetrifft,  so  lassen  beide 
Theorien  das,  was  bei  der  ersten  Phase  gesagt  wurde,  bestehen;  für  die 
einheitlichen  Widerstände  bleibt  bei  der  ersten  Hypothese  ebenfalls  das 
schon  Gesagte  in  Kraft,  sodaß  beim  Beton  sogar  Zugwiderstände  von 
2 kg  oder  mehr  auf  das  Quadratcentimeter  angenommen  werden. 

Das  ist  aber  offenbar  undenkbar,  da  in  diesem  Falle  das  bloße  Vor- 
handensein des  Eisens  bei  beliebigem  Abstande  das  Wesen  des  Betons 
dermaßen  verändern  würde,  daß  sich  die  elastische  Deformationsperiode 
über  die  o-ewöhnliche  Bruchgrenze  hinaus  erstreckt.  Man  könnte  allen- 
falls  vermuten,  daß  durch  eine  etwaige  chemische  Wirkung  oder  einen 
physikalischen  Vorgang  dies  beim  Eisen  in  sehr  beschränktem  Maße 
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stattfinde;  doch  kann  dies  selbstverständlich  nicht  für  jeden  beliebigen 
Abstand  Geltung  haben.  Die  Unmöglichkeit  dieser  Annahme  wird  jetzt, 
unserer  Meinung  nach,  von  den  meisten  Verfassern  zugegeben,  welche 
die  zweite  Theorie  oder  Hennebiques  Methode  an  wenden.  Cane- 

vazzi  gibt  das  in  seinem  wertvollen  Werke  klar  zu  verstehen,  und 
Resal  wagt  es  überhaupt  nicht,  irgend  eine  Berechnungsmethode  bei 
dieser  zweiten  Periode  der  Veränderungstätigkeit  zu  empfehlen.  Die 
zweite  Theorie  entspricht  besser  der  Logik.  Denn  wenn  sie  auch  die 
Verlängerungen  beider  Materialien  als  gleich  ansieht,  nimmt  sie  für  den 
Beton  keine  größeren  einheitlichen  Widerstände  an,  als  die,  welche  bei 
nicht  armiertem  Beton  entstanden  wären.  Daher  nimmt  der  Elastizitäts- 
modul des  Betons  ab,  sobald  die  Verlängerung  zunimmt;  wenn  diese 
letztere  ebenso  groß  oder  größer  als  die  gewöhnliche  Bruchdeformation 
ist,  wächst  der  einheitliche  Widerstand  nicht  weiter  und  bleibt  stets 
der  gewöhnlichen  den  Bruch  bewirkenden  Ziehung  gleich. 

Wir  meinen,  daß  diese  Theorie  fehlgeht,  wenn  sie  für  beide  Mate- 
rialien dieselbe  Verlängerung  bei  jedem  beliebigen  Abstande  vom  Eisen 
annimmt,  so  daß  in  jedem  Punkte  des  Schnittes  auch  die  gewöhnliche 
Bruchverlängerung  überschritten  werden  kann,  während  uns  diese  An- 
nahme in  beschränktem  Maße  in  der  Nähe  des  Eisens  zulässig  dünkt. 

Das  eben  glauben  wir  bewiesen  zu  haben,  nämlich:  die  Ver- 
längerungen der  Eisen-  und  der  anliegenden  Betonelemente  sind  gleich, 
und,  je  weiter  sich  die  Beton-  von  den  Eisenelementen  entfernen,  desto 
kleiner  wird  die  Verlängerung  der  ersteren.  Diese  Abnahme  in  der 
Verlängerung  der  Betonelemente  hat  eine  Grenze,  die  wir  nicht  bestimmen 
konnten,  doch  glauben  wir  ein  absolutes  Minimum  derselben  gefunden 
zu  haben  bei  der  Untersuchung  betreffs  der  gezogenen  Körper,  wo  die 
Adhäsion  zwischen  Eisen  und  Beton  nicht  berücksichtigt  wurde. 

Und  so  bestimmt  nach  unserer  Meinung  die  zweite  Theorie  ein 
absolutes  Maximum  für  die  Deformation  des  Betons,  während  unsere 
Untersuchungen  deren  Minimum  festsetzen.  Mithin  werden  die  auf  der 
zweiten  Theorie  fußenden  Berechnungen  für  das  Beton  zu  große,  für 
das  Eisen  zu  kleine  Widerstände  ergeben,  während  das  Gegenteil  bei 
Anwendung  unser  Untersuchungen  stattfindet.  Zwischen  diesen  beiden 
Resultaten  muß  die  Wahrheit  liegen,  und  das  Gebiet,  auf  welches  sie 
nunmehr  beschränkt  ist,  ist  viel  kleiner  als  vorher. 

Ein  Gebiet,  worin  der  Widerstand  beider  Materialien  enthalten  ist, 
bestimmen  zu  können,  ist  alles,  was  man  für  die  Baufestigkeit  von  der 
Theorie  verlangen  kann.  Die  Annäherung  ist  für  die  Praxis  genügend, 
wenn  man  bedenkt,  daß  auch  bei  Annahme  des  kleinsten  Betonwider- 
standes gleich  Null  (Hennebiquesche  Methode)  die  Differenzen  mit 
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clen  Resultaten  der  zweiten  Theorie  10%  in  den  gewöhnlichen  Fällen 
nicht  überschreiten.  Jedenfalls  ist  es  das  Höchste , was  bis  jetzt  zu 
erreichen  ist.  Unsere  Berechnungsin etho de  ist  ganz  besonders  nützlich, 
sobald  das  Verhältnis  zwischen  den  Flächen  des  Eisen-  und  des  Beton- 
schnittes sehr  klein  ist. 

Da  wir  beabsichtigen  unsere  Untersuchungen  auf  die  inneren  Ver- 
schiebungen beider  Materialien  auszudehnen,  so  haben  wir  hier  keine 
numerischen  Beispiele  gegeben.  Wir  haben  die  Hoffnung  nicht  auf- 
gegeben, noch  genauere  Ergebnisse  erreichen  zu  können. 

* 

* * 

Die  Vergleichung  zwischen  den  beiden  Theorien  und  den  Resultaten 
unserer  Untersuchungen  betreffs  der  gebogenen  Körper  führt  zu  ähn- 
lichen Folgerungen.  Man  muß  jedoch  in  diesem  Falle  von  dem  Beginne 
der  Beanspruchung  bis  zur  Bruchbelastung  drei  Perioden  unterscheiden. 

In  der  ersten  Periode  stimmen  (wie  bei  den  gezogenen  Körpern) 
die  beiden  Theorien  und  was  wir  bewiesen  haben,  vollkommen  überein, 
nämlich: 

Jeder  Querschnitt  des  gebogenen  Körpers  bleibt  nach  der  Defor- 
mation eben,  und  die  Eisenelemente  bleiben  auf  der  Schnittebene;  die 
Elemente  beider  Materialien  drehen  sich  in  gleichem  Winkel  um  die 
neutrale  Achse.  Der  einheitliche  Widerstand  jedes  Betonelementes  ist 
der  entsprechenden  einheitlichen  Verlängerung  proportional,  ihr  kon- 
stantes Verhältnis  ist  der  gewöhnliche  Modul  der  Zug-  oder  Pressungs- 
elastizität; dasselbe  gilt  auch  für  die  Eisenelemente,  so  daß  das  Ver- 
hältnis der  einheitlichen  Widerstände  zweier  Elemente  der  beiden  Mate- 
rialien bei  gleichem  Abstand  von  der  neutralen  Achse  dem  Quotienten 
der  bezüglichen  Elastizitätsmoduln  gleicht. 

Sobald  aber  die  Beanspruchung  der  der  neutralen  Achse  am  fernsten 
gelegenen  Elemente  die  Elastizitätsgrenze  erreicht,  endigt  die  erste 
Bewegungsphase  und  beginnt  die  zweite.  Hier  stellt  die  erste  Theorie 
die  schon  erwähnten  Postulate  auf,  von  welchen  besonders  das  zweite 
sich  so  weit  von  der  Wahrheit  entfernt,  wie  bei  den  gezogenen  Körpern 
auseinandergesetzt  wurde,  daß  eine  Vergleichung  hier nutzlos  wäre. 
Wir  wollen  diese  auf  die  zweite  Hypothese  und  auf  die  Hennebique- 
sche  Methode  beschränken. 

Die  zweite  Theorie  hält  das  erste  Postulat  aufrecht,  verändert  aber 
das  zweite  folgendermaßen: 

Der  einheitliche  Widerstand  jedes  Betonelementes  ist  gleich  dem, 
welcher  bei  derselben  Deformation  von  dem  Element  entwickelt  worden 
wäre,  wäre  der  Körper  nicht  armiert.  Also  für  die  Elemente,  welche, 
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infolge  ihres  Abstandes  von  der  neutralen  Achse  Längenveränderuncren 
erfahren,  die  größer  als  die  Elastizitätsgrenze  sind,  wächst  der  einheit- 
liche Widerstand  nicht  der  Deformation  proportional,  sondern  mit 
abnehmendem  Modul,  bis  die  gewöhnliche  Bruchgrenze  erreicht  ist, 
jenseits  deren  der  Widerstand  konstant  und  von  der  Längenveränderung 
unabhängig  bleibt. 

Die  Hennebiquesche  Methode  läßt,  wie  schon  gesagt,  jeden  Zug- 
widerstand des  Betons  unberücksichtigt  und  nimmt  an,  daß  sich  die 
gesamte  derartige  Beanspruchung  nur  im  Eisen  vereinigt. 

Aus  unserer  Untersuchung  geht  dagegen  Folgendes  hervor: 

Sobald  das  der  neutralen  Achse  entfernteste  Betonelement  die 
Elastizitätsgrenze  erreicht  hat,  dreht  es  sich  nicht  mehr  in  gleichem 
Winkel  wie  die  andern  Elemente  um  die  neutrale  Achse,  sondern  ver- 
langsamt seine  Drehung,  so  daß  es  eine  virtuelle  Drehung  annimmt, 
die  deren  wirklicher  Drehung  gleichkommt.  Bei  Zunahme  der  Bean- 
spruchung geschieht  dasselbe  nach  und  nach  auch  mit  den  der  neutralen 
Achse  näheren  Elementen,  während  in  der  übrigen  Schnittfläche  die 
Drehung  gleichförmig  ist  und  die  Elemente  in  einer  einzigen  Ebene 
bleiben.  Und  da  ein  beständiger  Übergang  von  den  wirklichen  zu  den 
virtuellen  Deformationen  stattfindet,  so  verändert  sich  auch  beständig  die 
Fläche  des  deformierten  Schnittes.  Da  ferner  in  einem  nicht  über  die 
Elastizitätsgrenze  hinaus  beanspruchten  Körper  die  virtuelle  der  wirk- 
lichen Deformation  gleich  ist,  so  haben  die  Elemente  des  Schnittes  (die 
Eisenflächen  eingeschlossen)  gleiche  Drehung  um  die  gemeinsame  neu- 
trale Achse. 

Die  zweite  Phase  der  Veränderungstätigkeit  dauert  so  lange,  als 
(bei  Zunahme  der  Beanspruchung)  die  Elastizitätsgrenze  auch  in  den 
Betonelementen,  deren  Abstand  von  der  neutralen  Achse  dem  der  am 
fernsten  gelegenen  Eisenelemente  gleicht,  erreicht  ist:  hier  fängt  die 
dritte  Bewegungs-  oder  Arheitsperiode  an.  Was  den  Wert  der  einheit- 
lichen Elementwiderstände  als  Funktion  ihrer  Deformationen  anbetrifft, 
so  behält  natürlich  das  gewöhnliche  Widerstandsgesetz  des  Betons  seine 
Geltung.  Es  erhellt  also,  hei  Vergleichung  unserer  Ausführungen  mit  der 
zweiten  Theorie,  daß  diese  letztere  für  den  Beton  größere  Deformationen 
an  nimmt  als  die,  welche  in  der  zweiten  Periode  der  Veränderungstätigkeit 
tatsächlich  stattfinden.  Daher  ergibt  bei  gleicher  Beanspruchung  die 
Berechnung  der  Armierung  zu  kleine  Resultate,  während  dagegen  die 
Hennebiquesche  Methode  zu  große  ergibt,  da  die  Zugarbeit  des  Betons 
unberücksichtigt  bleibt.  Wir  meinen  also,  daß  sowohl  die  Methoden  der 
zweiten  Theorie  als  auch  die  von  Hennehique  durch  eine  Berechnung 
nach  unserem  Prinzip  der  virtuellen  konstanten  Drehung  zu  ersetzen  sind. 
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In  der  dritten  Phase  der  Veränderungstätigkeit  hält  die  zweite 
Theorie  die  nämlichen  Postulate  aufrecht,  die  für  die  zweite  aufgestellt 
wurden.  Alle  darauf  beruhenden  Berechnungen  ergeben  daher  stets 
für  die  Betonelemente  die  größte  Deformation  (als  absoluten  Weid), 
und  umgekehrt  wird  die  Veränderungstätigkeit  beim  Eisen  ein  Mini- 
mum sein. 

Das  Resultat  der  vierten  Untersuchung,  wo  bei  gezogenen  Körpern 
die  Adhäsion  zwischen  Eisen  und  Beton  in  Betracht  gezogen  wird, 
zeigt  uns:  Während  der  Betonschnitt  zur  Armierung  vollständige  Adhä- 
sion hat,  so  daß  die  Eisen-  und  die  anliegenden  Betonelemente  gleiche 
Deformation  erfahren,  hat  der  Schnitt  an  den  entfernten  Punkten  eine 
Form,  welche  einer  konstanten  virtuellen  Drehung  entspricht.  Wenn 
ferner  die  Adhäsion  zwischen  Eisen  und  Beton  unberücksichtigt  bleibt, 
und  man  annimmt,  daß  in  der  dritten  Phase  der  Veränderungstätigkeit 
das  Deformationsgesetz  der  zweiten  fortbesteht,  so  findet  man,  daß  die 
wirkliche  Eisendrehung  der  virtuellen  des  Betons  gleichkommen  müßte. 
Offenbar  erhält  man  hier,  indem  die  Adhäsion  unberücksichtigt  bleibt, 
die  absolut  kleinste  Veränderungstätigkeit  beim  Beton,  während  die  des 
Eisens  größer  als  die  wirkliche  ist. 

In  dieser  dritten  Periode  der  Veränderungstätigkeit  kann  also  die 
wirkliche  Deformation  jedes  Beton-  oder  Eisenelements  nicht  bestimmt 
werden.  Doch  ist  es  möglich,  dieselbe  auf  einen  Bereich  zu  beschränken, 
dessen  Grenzen  einerseits  von  den  Berechnungen  nach  der  zweiten 
Theorie  gegeben  werden,  andererseits  von  der  Methode,  die  auf  folgendem 
Prinzip  beruht:  „die  virtuelle  Drehung  der  verschiedenen  Betonelemente 
ist  konstant  und  gleich  der  wirklichen  der  Eisenelemente“,  und  so  sind 
die  Grenzen  unseres  Gebietes  viel  enger  geworden,  doch  meinen  wir, 
es  sei  möglich  dieselben  noch  enger  zu  ziehen  durch  neue  Unter- 
suchungen über  die  Verschiebungen  der  beiden  Materialien  unter  Bei- 
behaltung unserer  Methode. 

* 

* * 

Wir  haben  keine  endgültige  Formeln  und  numerische  Beispiele 
gegeben,  da  dies  nicht  der  Zweck  unserer  Arbeit  war;  es  gibt  hier 
noch  zu  viel  zu  untersuchen,  besonders  über  die  Wirkungen  der  Ver- 
schiebungskräfte, als  daß  irgend  eine  Formel  als  endgültig  zu  betrachten 
wäre.  Dagegen  halten  wir  es  für  angebracht,  darauf  hinzuweisen,  wie 
man  größere  Genauigkeit  in  der  Praxis  erreichen  kann.  Es  wäre  für 
uns  eine  große  Genugtuung,  wenn  unsere  bescheidene  Arbeit  bei  Fach- 
männern die  Überzeugung  erwecken  könnte,  daß  auch  auf  diesem  Gebiete 
des  armierten  Betons  Wahrheit  erreicht  werden  kann.  Wir  meinen 
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auch,  daß  Hypothesen  nicht  aufgestellt  werden  dürfen,  wenn  sie  nicht 
vorher  durch  Berechnungen,  die  auf  bewährten  Prinzipien  beruhen  — 
wie  dem  der  kleinsten  V eränderungstätigkeit  — geprüft  wurden.  Obwohl 
nach  der  Berechnung  die  deformierten  Querschnitte  nicht  eben  sind, 
so  steht  das  mit  den  Erfahrungsresultaten  und  dem,  was  man  sieht,  nicht 
im  Widerspruch.  Denn  diese  Erscheinung  zeigt  sich  erstens  augen- 
scheinlich auch  in  den  homogenen  Systemen,  wo  die  Elastizitätsgrenze 
überschritten  wird  (in  diesem  Falle  sind  die  über  die  Elastizitätsgrenze 
hinaus  beanspruchten  Teile  als  Materialien  verschiedener  Art  zu  be- 
trachten); zweitens  wären  bei  den  Versuchen  von  Considere  diese  Er- 
scheinungen nicht  wahrnehmbar  gewesen. 
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